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Exercice 1.
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1. Si m =0, la matrice M est équivalente & la matrice échelonnée 000 0 et rg(M) = 2.
0 0 0O

Si m # 0, det(M) = 2m? # 0, donc rg(M) = 4.

2. Sim =0, rg(M) =rg(f) = dim(Imf) = 2 puis dim(Kerf) = 2 grace au théoréme du rang.
Sim #0, rg(M) =rg(f) = dim(Imf) = 4 puis dim(Kerf) = 0.

3. On suppose que m =0

(a) Notons (e, e, e3,e4) la base canonique de R*.
On a f(e2) = f(e3) = 0 donc ez et e3 sont deux vecteurs linéairement indépendants de Kerf qui est
de dimension 2, ils en forment donc une base.
fler) = e1 et f(es) = (1,4,3,2) sont deux vecteurs linéairement indépendants de Imf qui est de
dimension 2, ils en forment donc une base.

(b) Kerf + Imf = vect(es, e3) + vect(er, f(es)) = vect(ey, ea, €3, f(e4)).
Ainsi, dim(Kerf + Imf) = rg(e1, e, €3, f(e4)) = 4, parsuite Kerf + Imf = R*.
De plus, dim(Kerf NImf) = dim(Imf) 4+ dim(Ker f) — dim(Ker f +Imf) = 0, ainsi Imf NKerf = {0}.
Conclusion : Imf @ Kerf = R*.

Exercice 2.

3—X 0 —4 S_xX 4
1. PA(X)=det(A—XI3)=| 2 4—-X 2 _(4X)‘ 1 3_X‘_(Zl)()(lX)(5X).
-1 0 3—X
Ainsi, la matrice A posséde trois valeurs propres simples : 1,4 et 5.
x
2. Posons ¢; = [ ¥
z
2 0 —4 T 0 =9
f(€1)281<:>(A—13)€1:0<:> 2 3 2 y] =10 <:>{
10 2)\z 0 y=—22
2
On choisit ¢ = | —2
1
-1 0 —4 T 0 =0
f(Eg) = €9 & (A—4Ig)€1 =0& 2 0 2 y| = 0] {
-1 0 -1) \z 0 z=0
0
On choisit eg = | 1
0
-2 0 -4 T 0 oy
f(Eg) :€3<:>(A—5I3)81 =0& 2 -1 2 yl=10] & {
-1 0 -2/ \z 0 =2z
2
On choisit e3 = | 2
-1



2 0 2

3. det(e1,e9,63) = |—2 1 2| = —4+#0 donc B’ est une base de R3.
1 0 -1
2 0 2
Soit P la matrice de passage de BaB',ona P=|-2 1 2 |.
1 0 -1
1 0 0
4. Par construction de €1,e1,e3,ona: D=0 4 0
0 0 5
5. Par la formule de changement de bases, on a :
171072 3 0 —4 2 0 2 1 0 0
D:P_lAP:—z 0 —4 -8 2 4 2 -2 1 2 |=10 40
-1 0 2 -1 0 3 1 0 -1 0 0 5

Exercice 3.
Notons (1, X, X2, X3) et (e1, e, e3,e4) les bases canoniques de R3[X] et R* respectivement. On a :
f=1QLL1)=e+exteztes

f(X) = (0, 172,3) = es + 2e3 + 3ey.
f(Xz) = (0, 1,4,9) = eq + 4e3 + 9ey.
f(Xg) = (O, 1,8, 27) = ey + 8e3z + 27ey.
1 0 0 O
. . 1 1 1 1
La matrice de f dans les bases canoniques est donc M = 1 2 4 8
1 3 9 27
1 1 1 1 0 O
Son déterminant est 2 4 8| =11 2 6|=12%#0. f est donc bijective.
3 9 27 3 6 24
Deuxiéme méthode :
Soit P = a+bX + cX? + dX? € R3[X].
a=0 a 0
P eKerf < P(0) = P(1) = P(2) = P(3) =0« { 4T 0T ed=0 em|t=]°
a+2b+4c+8d=0 c 0
d 0

a+3b+9c+27d =0
Comme M est inversible, le systéme précédent posséde une solution unique qui est la solution triviale a = b =
c=d=0.
On en déduit que Kerf = {0} donc f est injective. De plus, dim(R3[X]) = dim(R?), ainsi f est bijective.

Exercice 4.
1. Soit P =a+bX + cX? € Ry[X].

a 0 1 -3 2 a 0
PeKer(f-2d)es(A-2L)(b|=(0]e -1 3 =2 bl =10]<a—3b+2c=0.
c 0 -1 3 =2 c 0

Ainsi, P € Ker(f —2id) & P = (3b — 2¢) + bX + cX?2 =b(3 + X) — ¢(2 — X?).
La famille (3+ X, 2— X?2) engendre Ker(f—2id), de plus, elle est libre ; c’est donc une base de Ker(f —2id).

a 0 -1 -3 2 a 0 0= —c
PeKer(f—4id) = (A—4alL) [b] =[o) e [-1 1 —2||b]=]0 @{
c 0 “1 3 —4) \¢ 0 b=c

Ainsi, P € Ker(f —4id) & P=—c+cX +cX? = —c(1 - X — X?).
Le polynéme 1 — X — X2 engendre donc Ker(f — 4id), il en forme une base.



2. Il suffit de voir que A% — 6A + 813 = 0.
(Le vecteur coordonnées du polynome f2(P) — 6f(P) + 8P dans la base canonique de Ro[X]) est

a 0
(A2 —6A+8I3) (b =10])).
c 0

Remarque : On peut faire les calculs "a la main" sachant que f(1) = 3— X — X2, f(X) = —3+5X +3X?2
et f(X?)=2-2X:

f(P)=fla+bX +cX?)=af(1) +bf(X)+cf(X?) = (3a—3b+2c)+ (—a+5b—2¢)X + (—a+ 3b) X?
puis f2(P) = f(f(P)) = (3a — 3b+2¢)f(1) + (—a + 5b — 2¢) f(X) + (—a + 3b) f(X?) = ...

Exercice 5.

1. Comme f2 # 0, alors il existe X € R3 tel que f2(X) # 0. Montrons que la famille (X, f(X), f2(X)) est
une base de R3. Pour cela, il suffit de montrer que c’est une famille libre :
Soit a,b,c € R tels que aX +bf(X) + cf?(X) = 0.
En appliquant f2, et par linéarité, on obtient af?(X) + bf3(X) + cf4(X) = 0, comme f3 = 0, alors
fA=f30f=0,doncaf?X)=0,or f2(X)+#0dota=0.
On a donc bf(X) + cf?(X) = 0. En appliquant f, on obtient bf2(X) = 0 donc b = 0.
On a donc cf?(X) =0 d’oit ¢ = 0.
La famille (X, f(X), f2(X)) est donc libre.
0 0 O
1 0 0]. Elle est de rang 2, donc Imf est de dimension 2, et
010
(f(X), f2(X)) en est une base (c’est une famille libre de deux vecteurs de Imf).
Par le théoréme du rang, Kerf est de dimension 1, il est engendré par le vecteur f2(X).

2. La matrice de f dans la base B est A =

0 00
3. La matrice de f2 dans la base B est la matrice A2 = [0 0 0 ]. Cette matrice est de rang 1, Imf? est
1 00

donc de dimension 1, engendré par f2(X). Ainsi Imf? = Kerf = vect(f?(X)).
D’autre part, f(X) et f2(X) sont deux vecteurs linéairement indépendants de Ker f2 qui est de dimension
2, ils en forment donc une base. Ainsi, Kerf? = Imf = vect(f(X), f2(X)).



