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Exercice 1.
1

1. Pour n € N, comme (u,, & v,)? > 0, alors |u,v,| < i(u% +v2).

Par comparaison de séries & termes positifs, comme Z(ui + vi) converge, on déduit que Z UpVp €St
neN neN

absolument convergente, donc convergente.

2. Montrons que ¢ définit un produit scalaire sur E : 80it © = (ty)n, v = (Upn)n €t w = (wy ), trois éléments
de Eet AeR

e symétrie : p(u,v) = Z UpVpy, = Z Vply, = @(v,u)
neN neN
e bilinéarité : p(Au + v, w) = Z()\un +vp)wp, = A Z Up Wy, + Z VpWy = Ap(u, w) + o(v, w)

neN neN neN
d’aprés les propriétés du R-espace vectoriel des séries réelles convergentes.

Comme ¢ est symétrique et linéaire par rapport & la premiére variable, on déduit que ¢ est bilinéaire.

e positive : p(u,u) = Z u? > 0 étant la somme d’une série (convergente) & termes positifs.

neN
n

e définie : pour n € N, notons §,, = E ui le terme général de la suite des sommes partielles associée &
k=0
la série de terme général u? :

si o(u,u) = 0, alors Z u? =0 d'oi nlgréo Sp = 0. Comme (S,,),, est une suite croissante a termes positifs
neN

et qui converge vers 0, on en déduit que V n € N, S, = 0 et parsuite V n € N, u,, = 0. Ainsi u = 0.

Exercice 2.

1. L’inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tout (x,y) € E?, on a

Kz o)l <zl lyll

2. (a) Il suffit de considérer R”™ muni du produit scalaire canonique et d’appliquer l'inégalité de Cauchy-

1 1
Sch d 1, X = Ce tY = —..-. .
chwarz aux deux vecteurs (VT1,  ,\/Tn) € <\/3371’ , \/ﬁ)

(b) On considére le R-espace vectoriel des fonctions continues [1, 2] — R, muni du produit scalaire

(f.9)= /j f(t)g(t)dt.

On obtient l'inégalité demandée en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux deux fonctions

données,f:t%)letg:tr—>¥.

Exercice 3.

1. Une base de F' est la famille (e; = (1,1,0),e2 = (0,1,1)). On orthonormalise cette base & 'aide de
1

%(1,1,0) et g9 = %(—1, 1,2).

I’agorithme de Cauchy-Schwarz, on obtient : ¢; =



2. Soit (x,y,2) € F+ ={(1,1,0),(0,1,1)}*, alors {(z,y,2), (1,1,0)) = {(z,y,2), (0,1,1)) = 0,ainsi
r+y=y+2z=0,doiy=—xetz=mx Onen déduit que le vecteur (1,—1,1) forme une base de F*.

3. Soit uw = (1,1,1).

(a) Notons pr la projection orthogonale sur F' et pp. la projection orthogonale sur F+. On a :

pr(u) = (u,e1) - €1 + (u,e2) - €9 = %(1,2, 1).

D’ou

u—pr(u) =pp(u) = %(1, -1,1).

o V3 2v/6
Ainsi d(u, F) =|| u — pr(u) |= 3 et d(u, FX) =|| u — ppo(u) ||= =
1
(b) On a d(u, F)? + d(u, F*)* = 5 + g —3—|ul?

Remarque : I'égalité précédente est vraie pour tout vecteur v :

d(v, F)? +d(v, F*)?> = v —pr) |* + || v — ppe (v) |I?
= pre @) |I* + | pr(v) |I?
=| pp+ (v) + pr(v) |* par Pythagore car pp. (v) L pr(v)

=[lv|?

Exercice 4 .
1. Toutes les propriétés se montrent sans aucune difficulté.

2. (a) Soit P=a+bX +cX?+dX3 € H,alorsa+b+c+d=0,dou P=5bX—1)+c(X?-1)+d(X3-1).
De plus, la famille (X — 1, X2 — 1, X3 — 1) est libre, elle forme donc une base de H.

(b) On orthonormalise la base précédente & l'aide de l’agorithme de Gram-Schmidt, on trouve la base
orthonormale suivante de H

1 1 ) 1 T
(P:ﬂ(X—1)7Q: (2X —X—l),R—2\/§(3X3 X2 X 1)).

Sl

(c) On a:

pu(X) =@(X,P)-P+¢(X,Q)-Q+¢(X,R)-R

1 1 1 f
= (X-1-2(2X?-X-1)— —3BX3-XxX?2-X -1
2( ) 6( ) 12(3 )
1 3 2
:—E(X +X2-3X+1)
1 5 ) 1
et d(X,H)=| X —pu(X) H:ZHX + X2+ X +1 = 5



