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Corrigé de 'examen de fin de semestre (18/06/2018)
Algebre linéaire et bilinéaire - CPI 2

Exercice 1.

1. (a) Pa(X)=—-X(X —1)(X — 16) ainsi Sp(A4) ={0,1,16}.
Les sous-espaces propres de A sont :

| Bo(A) = vect((0,1,1)),  E1(A) = vect((1,1,-1)),  Erg(4) = veet((2,~1,1)) |

0o 1 2 0 0 0
Onadonc A=PDPltavecP=|(1 1 —1]letD=1]0 1 0
1 -1 1 0 0 16
(b) Ona:B>=A= S?= (P 'BP)> =P 'B?P=P 'AP=D.
Réciproquement : S? = D = P~'B?P =D = B? = PDP~! = A
Ainsi :
B’=AeS2=D]
2. (a) Comme S? = D, alors SD = DS = S3.
a b ¢ 0 b 16¢ 0 0 0
(b) Posons S=(d e f].L%galit¢e SD=DSdonne [0 e 16f| =| d e f
g h 1 0 h 167 16g 16h 16
S1 0 0
doutb=c=d=f=g=h=0et S est donc diagonale. Soit S=| 0 sy 0
0 0 S3

(c) L’égalité S? = D donne s7 = 0,53 = 1 et s3 = 16.

(d) On déduit I’ensemble des quatre matrices S possibles :

0 0 0 0 0 O
(0 1 O0f),={0 -1 O
0 0 4 0 0 4

3. D’aprés la question 1b), les matrices B racines carrées de A sont les PSP~
Les calculs de B = PSP~! donnent I’ensemble des quatre racines carrées de A :

00 0 0 0 0
+P(0 1 o|P YL+P|0 -1 O|P!
0 0 4 0 0 4

4. (a) En suivant la méme démarche que précédemment, un coefficient diagonal de S, disons s1, doit vérifier

52 = —1. Ainsi, D ne posséde pas de racines carrées.

On en déduit que M ne posséde aucune racine carrée

(b) Les coefficients diagonaux de S doivent vérifier s7 = 1,53 = 2 et s3 = 4.
L’ensemble des huit matrices S possibles est donc

1 0 0 -1 0 0 1 0 0 1 0 0
+11 v2 o), £l 1 V2 o], =1 =v2 of.,£[1 v2 o0
0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 -2

’ On en déduit que N posséde huit racines carrées distinctes‘




Exercice 2.
1. Soit A,B,C e M,(R)et A\eR:
e Symétrique : (A, B) = tr(*AB) = tr('(*AB)) = tr(‘BA) = (B, A)
e Bilinéaire : (A, AB + C) = tr({A\B + C)) = tr(A'AB + *AC) = Mr(AB) + tr(*AC) = MA, B) + (4, C)
D’ou la symétrie par rapport & la deuxiéme place. Par symétrie, on a la bilinéarité.

Soit A = (aij)lgi’jgn S MH(R) Ona:

e Positive : d’aprés ce qui précede, (A, A) >0

e Définie : (4, 4) =0=V(i,j) € [1,n]?, a;;=0=>A=0
2. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout (A, B) €

En prenant B = I, et A symétrique, et en remarquant que (A, I,) = tr

et que (I, I,) = tr(I,) = n, on obtient :

(tr(A))? < n tr(4?)

Exercice 3.
1. (a) Il est simple de vérifier que 0 € V, 0 € W et que V et W sont stables par combinaison linéaire.
(b) Soit (f,g) € V x W, comme g = g” et fg’ est une primitive de fg"” + f'¢’ sur [0,1], on a :

1
()= [ (FO"0)+ F O @) = [£(0)0)] | = 70 (1) = 7O (©0) =0

2. (a) Soit (o, ) € R?, hy g est de classe C? et on a :

, _ Bch(t) — ach(1 —1t)
aslt) = sh(1)
d’ott
ol = EHEEREZD g

Ainsi h%@ ew.
(b) Soit f € E, comme h, g(0) =« et hop(l) =5, 0ona:
f=hap eV e (f=hap)0) = (f = hap)(1) =0
& f(0) = ha,p(0) et f(1) = ha,p(1)
e a=f(0)et f=f(1)

Ainsi,

[f—hap €V & a=f0)et B=f(1)]

(c) Soit f € E,on a:

] J = =hpo).r0) + )50 \

D’aprés 3a), hyo), 1) € W et d’aprés 3b), f — hy), 1) € V. Ainsi fe V+W doa E=V +W.
De plus, V et W étant orthogonaux, ils sont donc en somme directe (si f € VNW, alors (f, f) =0
alors f =0). On en déduit que

1L
E=VoW




Exercice 4.
1. Soit P,@Q,R € Ry[X] et A€ R
e Symétrique : (P, Q) = / t)dt = / Q(t) =(Q, P)

1
 Bilinéaire : (\P+Q, R) — / (AP+Q)(D)R(1)dt = A / R(t)dt+ / QU)R(1)dL = A(P, R)+(Q, R)
1

Par symétrie, on a donc la blhnearlte
1

e Positive : (P, P) = / P(t)*dt > 0 car t — P(t)? est continue positive sur [—1,1]
-1

1
e Définie : (P,P) =0 = / P(t)?dt =0 = P(t) =0 Vt € [-1,1] car t = P(t)? est continue positive
-1

sur [—1, 1]. Ainsi le polynome P admet une infinité de racines, d’ou P = 0.

2. Soit (P, =1, P, = X, P3 = X?) la base canonique de Ry[X]. Appliquons le procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt :

eQ1=——P oul| P~ =V2:
1
Ql*ﬁ
1 1 2 Lot
.Q2:mRQaVGCR2:P2_<P27Q1>Q1: —§<X71>:P2:Xet HRQH: ngH
-0
3
0. =[x
1 3 L !
o Q3= Rz avec Ry = P3 — (P3,Q2)Q2 — (P3,Q1)Q1 = X* — S (X%, X) - (X*,1) = X* —
2 P P ’
=0 =2
. 2 8 . 3
puis | Rs ||*= (Rs, R3) = 5 d’ou
\/5
. 3X2% -

3. Soit P = aX?+bX +c € F, alors P'(0) =0 dou b=0et P=aX?+c On en déduit que la famille
(1, X?) est une base de F.
D’autre part, on remarque que X € F+ = {1, X2}+ car (X,1) = (X, X2?) =0

Comme Ry[X] = F @ F+ et que X € F+ et X2+ 1€ F, on en déduit que pp. (Q) = X et

@ = 11]

Deuxiéme méthode :
On applique la formule de la projection orthogonale dans une base orthonoramle.
L’orthonormalisation de la base (1, X?) de F par le procédé de Gram-Schmidt donne la base orthonormale

1 V5
<Q1 = E,Qs 2\[(3){2 - 1))



Par la formule de I'expression de la projection orthogonale dans une base orthonormale, on obtient :

pr(Q) = (Q,0Q1)Q1 +(Q,Q3)Qs

1
:§(X2+X+1,1>+§<X2+X+173X2—1>(3X2—1)
18 5 8

=— - +--—(3X%-1

2 318 )

=X2+1

On o+ d(@, F)2 =] @~ pr(@) =] pr+ (Q) [P= (X, X) = °.

d(Q,F) = @




