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Corrigé Partiel Algébre linéaire et bilinéaire - Prépa 2
(10/06/2019)

Exercice 1.
Partie I:

1. On a clairement 0 € C(A). Soit (M, N) € C(A)? et A € R, comme AM = MA et AN = NA, alors

AM + N) = AAM + AN = \MA+ NA = (AM + N)A

ainsi AM + N € C(A). On en déduit que

’C (A) est un sous-espace vectoriel de M, (R) ‘

2.(a) On a:
M €C(A) < AM = MA
& P 'AMP =P 'MAP
& (PTYAP)(PT'MP) = (P"*MP)(P~*AP)
& P 'MPeC(P'AP)

(b) La question précédente montre que ¢ est bien définie.
De plus, ¢ est linéaire. En effet, pour (M, N) € C(A)> et A€ R, on a:

©(AM + N) =P '(AM + N)P=AP'MP + P 'NP = \p(M) + ¢(N).

Enfin, ¢ est bijective. En effet, soit N € C(P~!AP), alors N posséde un unique antécédent par ¢,
qui est PNP~! (c’est bien un élément de C(A), d’aprés la question précédente). Ainsi

’  est un isomorphisme d’espaces vectoriels ‘

Remarque : on peut montrer 'injectivité et la surjectivité séparément, ou aussi expliciter la bijection
récriprque de ¢ : il s’agit de I’application ¢! : C(P~™'AP) — C(A) donnée par p~*(N) = PNP~!.

Partie II :

1. On trouve AX = 3X, on en déduit que

3 est une valeur propre de A et X est un vecteur propre associé

2. Calculons le polynéme caractéritique Py de A :

1-X 4 -2 [3-X 4 -2 [3-X 4 2
PaX)=| 0 6-X -3|=3-X 6-X -3|=| 0 2-X -1 |=03B-X)2-X)2
—1 4  -X| |3-X 4 X 0 0 —X+2

en faisant d’abord I'opération c¢; < ¢1 + ¢o + ¢3, puis o < o — 1 et I3 < I3 — [1. On en déduit que les
valeurs propres de A sont 2 et 3, et

2 est une valeur propre double et 3 est une valeur propre simple




3. Le calcul des sous-espaces propres E2(A) et E3(A) associés a 2 et 3 respectivement donne
E>(A) = vect((4,3,4)) et E5(A) = vect((1,1,1))

Comume la dimension de E5(A) est 1, on déduit que A n’est pas diagonalisable, mais trigonalisable sur R
(P4 étant scindé sur R).
Complétons le vecteur (4,3,4) en une base de Ker(A — 2I3)?. Comme

3 4 —6
(A-203%*=(3 4 6],
3 4 -6

on choisit par exemple le vecteur ( ) (qui vérifie bien 3z +4y — 62 = 0). On a alors A = PTP~! avec

300
et T'=[(0 2 v
0 0 2

4 2
30
4 1
4
v 13 ];on trouve v = —1.
qu

2,0,1
1
1
1

2
ou ~y est donné par : —2I3) (0| =
1
Remarque : la valeur de 7 n’est pas unique, et dépend du choix de la matrice P.
r s 1
4. Soit M =|u v w| €C(T),alors TM = MT. En exploitant cette égalité, on trouve s =t =u =z =
T Yy =z
y=0et v=z, ainsi M est de la forme
r 0 0
0 v w
0 0 w
Réciproquement, une telle matrice commute avec T. On en déduit que C(T') est I’ensemble des matrices

de la forme ci-dessus.

5. D’apreés la question précédente, on a

C(T) = vect

S O =
o O O
o O O
o O O
o O O
O = O
o O O
O = O
_— o O

Ces trois matrices étant linéairement indépendantes, on déduit qu’elles forment une base de C(T") et que
C(T) est de dimension 3. Comme A = PT P~ alors C(A) et C(T) sont isomorphes, d’aprés la Partie I,
ils ont donc méme dimension. Ainsi

’C (A) est de dimension 3 ‘

6. On a clairement : I3 € C(A), A € C(A) et A? € C(A), ainsi vect(I3, 4, A%) C C(A).
De plus, la famille (I3, A, A?) est libre (I’équation al3 + 3A + vA? = 0 entraine facilement que o = 3 =
= 0). Ainsi vect(I3, A, A?) est de dimension 3, ce qui entraine, avec 'inclusion précédente, que

vect (I3, A, A?) = C(A)

Exercice 2.

1. (a) Soit (f,g) € E?, comme (f & g)? > 0, on en déduit que |fg| < (f2 +g%).

+oo 1
Or / 5( f2+g?)dt est convergente, ainsi par le critére de comparaison ((fonctions a valeurs réelles
0

+o0o
positives), on déduit que / f(t)g(g)dt est absolument convergente, donc convergente.
0



(b) La fonction nulle [0, +oo[— R est clairement un élément de E.
Soit (f,g) € E? et A € R, alors

“+o0 +oo “+o0 +oo
/O (1) + g(t))2dt = A /0 I dt+2/\/0 f(t)g(t)dt—l—/o o(b)2dt

est convergente car c’est la somme de trois intégrales convergentes ('intégrale du milieu converge
d’aprés la question précédente).

2. Montrons que (-,-) est un produit scalaire sur E. Soit (f,g,h) € E3et A€ R :
e Symétrique :

+oo +oo
(f.9) = / F(t)g(tydt = / g F(1)dt = (g, 1),

e Bilinéaire : par linéarité de l'intégrale, on a

—+oo

+o0 +oo
Nf g, ) = / (AF(1) + g(t) (1)t = X / F(O)h(t)dt + / g(Oh(E)dt = Mf,h) + (g, h).

0

On a ainsi la linéarité par rapport & la premiére variable. La symétrie entraine alors la bilinéarité.
e Positive :

+oo 1
<f,f>=/0 f(t)thz/O f(t)2dt >0

car t — f(t)? est continue et positive sur [0, 1].
e Définie : soit A >0, o0n a:

A “+o00
0 24 2q
s/o 0 ts/o F(*dt
Ainsi

“+o00 A
<f,f>20é/0 f(t)Zdt:O:>/0 f(t)th:O:>f:05ur [0, A]

car t — f(t)? est continue positive sur [0, A].
On en déduit que f = 0 sur [0, A] pour tout A > 0, ainsi f = 0 sur [0, +oo].

A A 1 S B 1
3. (a) Soit A >0.On a / fn(t)?dt = / e ntdt = [—e‘znt] = — - —e4
0 0

2n 0 2n 2n A—too 2n’
ainsi
fn€E
T e —1 (ks e 1
= - t= - — A
O) (o= [ e G = |l ) o i
1
<fk7fl>—?

4. (a) On applique le précédé d’orthonrmalisation de Gram-Schmidt & la famille (libre) (f1, f2) pour construire
une base orthonormale (g1,g2) de F.
Ona:

1 1
e g1 = ———fi1, avec || f1 [|?= (f1, f1) = =, dot
I f1ll 2

g1 =V2h




® gy = mhm ott hy = fa — (f2,91)91 = fo — 2(fo, f1) f1 = fo — %fh puis

| Bz |I* = (ha, ho)
= <f2*§f17f2*§f1>
= oo ) = 5Uh o) + 5 U o)
1 4 4
“1ot®
_ 1
- 36

ainsi

’92 =—4f +6f2‘

(b) L’expression de la projection orthogonale dans une base orthonormale donne :

pr(f3) = (f3,91)91 + (f3,92)92
= 2(f3, fi)f1 + (f3,6f2 —4f1) f1
= 2(f3, f1) f1 + [6(f3, f2) — 4(f3, [1)] (6f2 — 4f1)

%fl + é(ﬁfz —4f)
3 6
= _Tofl + gfz

ainsi

pr(fs) = —%ﬁ + ng

(c) 1i. Lorsque (a,b) décrit R?, la fonction ¢ — ae~! + be =2 décrit le sous-espace F = textvect(fi, f2).

Ainsi
E= {/O+Oo(f3(t) —9(t)* g€ F}

={{fs—9,f3—9), g€ F}
={l fs—gl* geF}

Ainsi est E est un sous-ensemble de R non vide (il contient || f3 ||?) et minorée par 0, il posséde

donc une borne inférieure.
2

ii. On sait que inf(E) = in£ | f5—gl*= <in£ Il fs—g ||> = d(fs, F)? et que cette borne inférieure
g€ ge
de E est atteinte en I'unique vecteur pp(f3).

3 6
D’aprés la question (4b), on a pp(fs) = —Efl + 5f2, ainsi la borne inférieure de E est atteinte

(5

en 'unique point




Exercice 3.

1. On a: F = vect((1,1,0),(—2,0,1))
Soit X = (z,y,2) € R3, on a :

X e Ft & (X,(1,1,0)) = (X,(-2,0,1)) =0
Sr+y=0et —22+2=0
< X = (z,—x,272)

Ainsi

F+ =vect((1,-1,2))

2. Une base orthonormale de F'* est donc formé par le vecteur u =

Soit X = (a,b,c) € R3, on a :

(1,-1,2).

5l

pr(X) =X —ppi(X)
=X—(X,u)-u
— (a,b,c) — é((a,b, o), (1,-1,2)) - (1,-1,2)

a—b+2c
6

1
:6(5&—|—b—20,a—|—5b—|—2c,—2a—|—2b—|—26)

= (a,b,¢) — (1,-1,2)

Ainsi

1
pr(a,b,c) = 6(5a+b720,a+5b+2c,72a+26+2c)

3. Soit (e, ez, e3) la base canonique de R, Par la question précédente, on a :

pr(er) = é(B, 1,-2), pr(es) = é(175,2), pr(es) = %(—272,2)

Ainsi, la matrice de pr dans la base (e1, ea, e3) est

1 5 1 =2
A:E 1 5 2
-2 2 2

4. Comme pp + pp1 = idgs, alors la matrice de pr. dans la base canonique de R? est

[T -1 2
Ii—A=g|-1 1 -2
2 -2 4

Exercice 4.
1. D’aprés ’énoncé, pour tout = € E, on a (f(x), f(z)) = (z, ), ainsi || f(z) ||?=| z ||* d’ot
I f () 1= |l
2. Soitz€ E. On a:

v eKer(f) & f(z) = 0| f(2) |=0| 2 =02 =0



Ainsi Ker(f) = {0} donc f est injective.
Comme FE est de dimension finie, on déduit que

’ f est un automorphisme de F ‘

Soit (z,y) € E?, on a :

(@), M) = (U @) F(F W) = ()

La premiére égalité étant vraie car f est orthogonal, et la deuxiéme car fo f~! = idg. Ainsi

’ ! est un endomorphisme orthogonal de F ‘

3. Soit (i,j) € [1,n]? ona:

1sii=j

Osii#j

La premiére égalité étant vraie car f est orthogonal et la deuxiéme car la famille B est orthonormale.

On en déduit que la famille (f(e1), ..., f(en)) est orthonormale. En particulier, elle est libre, c’est donc
une base de E. Ainsi

(f(ei), f(ej)) = (eire5) = {

’.7-' = (f(e1),..., f(en)) est une base orthonormale de E‘

4. Soit A une valeur propre réelle de f et x un vecteur propre associé. On a alors f(z) = Az, or || f(z) ||=] = ||,
ainsi |A|- || z ||=|| z ||. Comme z # 0, on déduit que
Al=1

5. Soit (z,y) € R?® x R? de matrices dans la base canonique les vecteurs X et Y, respectivement.
Comme !AA = I3, on a alors :

(9(2).9(y)) = (AX, AY) = (AX)(AY) = 'X'AAY = XY = (z,y)

On en déduit que

’ g est un endomorphisme orthogonal de R? ‘

Remarque : dire que *AA = I3 est suffisant (un endomorphisme d’un espace euclidien E est orthogonal
si et seulement si sa matrice A dans une base orthonormale de F est orthogonale, c.-a-d. vérifie 'AA = I3).

Exercice 5.

1. Montrons que ¢ définit un produit scalaire sur E. Soit (4, B,C) € E3 et A € R. Notons a;; les coefficients
de A.
e Symétrique :
©(A,B) =tr(A'B) = tr( (A'B)) = tr(B 'A) = p(B, A).

e Bilinéaire :
oM+ B,C) =tr((AMA + B) tC) =tr(AA ‘C+B tC’) = Atr(4 tC) + tr(B tC) =Xp(4,C) + ¢(B,C).

Ainsi, ¢ est linéaire par rapport & la premiére variable. Etant symétrique, on déduit la bilinéarité.
Remarquons que

p(A, A) = tr(A ') =" a

i=1 j=1



e Positive : Remarquons que
P(AA) =tr(A'A) =) "> "a? >0
i=1 j=1

e Définie :
n n

P(AA)=0=> Y al;=0=V(i,j), a; =0= A=0.

i=1 j=1

Ainsi

’ o est un produit scalaire sur E ‘

1
2. Toute matrice A € E s’écrit que fagon unique comme la somme d’une matrice symétrique (2(A + tA))

1
et d’'une matrice anstisymétrique (2(A - tA)) :

A= %(A+ tA)+%(A— 1)

On en déduit que les deux sous-espaces S et A sont supplémentaires dans E.
Soit (M,N)€ S x A, on a:

o(M,N) =tr(M 'N) =tr(~-MN) = —tr(MN) = —tr(NM) = —tr(N ‘M) = —o(N, M) = —p(M, N)

Ainsi (M, N) =0, donc M et N sont deux vecteurs orthogonaux. On déduit que les deux sous-espaces
S et A sont orthogonaux.
Ainsi

’Les sous-espaces S et A sont supplémentaires orthogonaux dans F

3. (a) La famille (E;;);c[1,n) forme clairement une base de H et dim(H) = n.
(b) La matrice AE;; est la matrice dont la i®™¢ colonne est égale a la i®™¢ colonne de A, et dont les autres

colonnes sont nulles. On a alors :

’ gO(A, E”) = tr(A tEii) = tr(AE”) = QAy;

(¢) Soit A€ E. On a:

AcH+ s Ac ((Eii)ie[[l,n]])L
e vVie[l,n], (A, Ey) =a; =0

Ainsi

H*={AcE,Vic[l,n], az =0}

dont une base est la famille

(Eij)(ij)el1.n]2, iz

et H+ est de dimension

dim(H*) =n? —n




