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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.

Le sujet comporte trois exercices. Lordre dans lequel ceux-ci sont traités n'est pas imposé.
Le baréme est donné a titre indicatif.

Exercice 1. (9 points)
Pour a € R, on consideére la matrice
0 a
A=|—4 4
-2 1

N OO

1. Le but de cette question est de montrer qu'il existe une unique valeur a, de a pour laquelle la matrice
A est trigonalisable et non diagonalisable sur R.

1 (a) Calculer le polyndme caractéristique P, de A.

41 (b) En déduire qu'il existe un unique réel a, (que 'on déterminera) tel que :

A est trigonalisable sur R <= a < ay.

Q\SN (c¢) Montrer I'équivalence :
A est diagonalisable sur R <= a < ay.
obg‘ - (d) Conclure.

2. On considere les trois suites réelles (1,,)pen, (Vn)nen €t (Wy)nen définies par la donnée de uy, vy et wy
et les relations suivantes :
Unt1 =—8Vy

L(, Upy1 =—4uU, +4v,
Wy =—2Uy+Vp+2W,

Donner l'expression de u,, v, et w, enfonction de n.

Exercice 2. (8 points)
Soit f : R— R une fonction de classe 6" telle que f(0)= 0. Le but de I'exercice est de montrer que :

VxR, (f(x)?*< xf (f'(£)y*de.
0
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1. On suppose dans cette question que x > 0.
Q (a) On considére I'espace vectoriel E = {f € €'([0, x]), £(0)=0}. On définit 'application
' (,):E x E—s R par
X
(f.8)= f f(g'(t)dt.
0

Montrer que cette application définit un produit scalaire sur E.
4 \Y (b) Déterminer une fonction h € E telle que V f € E, (f, h) = f(x).
- 2 (c) Montrer alors I'inégalité demandée.
¢ .>2. Que peut-on dire du cas x =07

/. 3. On suppose maintenant que x < 0. Comment peut-on adapter la question (1) pour démontrer
I'inégalité demandée ?

Exercice 3. (13 points)
Soit E un espace euclidien de dimension n > 0, dont le produit scalaire est noté {-,-).
Lobjectif de I'exercice est d’étudier les endomorphismes u de E tels que :

Vxe€E, (u(x),x)=0.
Les endomorphismes vérifiant cette propriété sont appelés endomorphismes antisymétriques.

I- ETUDE D’UN EXEMPLE

Dans cette partie, E =R,[X]. On considere I'application ¢ : E? — R définie pour tout (P,Q) € E? par :

¢(P,Q)=P(0)Q(0)+ P(1)Q(1)+ P(-1)Q(-1).
9 § 1. Vérifier que @ est un produit scalaire.
On munit alors E de ce produit scalaire.

2. On considere 'endomorphisme u de E défini pour tout P € E par:

u(P)=2P'(0)X%>—(P(1)+P(-1)X.

1 1
Onnote P, = E(X2 +X)etP,= 5 u(P,).

'l (a) Montrer que u est un endomorphisme antisymétrique de E.
(b)| i. Vérifier que P, est un vecteur propre de u? (o1 u? désigne 'endomorphisme u o u).
A ii. Vérifier que la famille (P, P,) est orthonormale.
4 iii. Calculerla distance de X a vect(P,, B).
A (c) Déterminer une base de Ker(u).

4 (d) En déduire une base orthonormale 98 de E et un réel a tels que la matrice associée a u relative-

0 —a 0
ment acettebasesoit|{a 0 0.
0 0 O
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II - CARACTERISATION DES ENDOMORPHISMES ANTISYMETRIQUES

Soit u un endomorphisme de E.

1. Pour tout (x, y) € E?, développer (u(x +y), x +y).
En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique si et seulement si :
P

45 2
V(x,y)€ E% (u(x), y) =—(x, u(y))-

2. Soient 8 =(ey,---,e,) une base orthonormale de E, et M =(m; j)1<; j<n la matrice de u dans 2.
A (@ Soit j €[1, n]. Donner les coordonnées de u(e;) dans la base %.

4 (b) Montrer que Y (i, j) € [1, n]?, m;; = (e;, u(e;)).

A (c) Endéduire que u est un endomorphisme antisymétrique si et seulement sila matrice M est
antisymeétrique.
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