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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.

Le sujet comporte cing exercices. Lordre dans lequel ceux-ci sont traités n'est pas imposé.
Le bareme est donné a titre indicatif.

Exercice 1. (6 points)
Soit m €R et f 'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique de R* est
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1. Calculer le rang de M suivant les valeurs de m.
2. Déterminer les dimensions de Ker(f) et Im(f) suivant les valeurs de m.
3. On suppose que m =0

(a) Donner une base de Ker(f) et une base de Im(f).

(b) A-t-onR*=Ker(f)®Im(f)? Justifier.

Exercice 2. (7 points)
Soit f 'endomorphisme de R?® dont la matrice dans la base canonique B de R? est
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1. Trouver le polynéme caractéristique de A et en déduire que A possede 3 valeurs propres simples que
I'on déterminera.

Trouver dans R3 trois vecteurs non nuls &, £,, £5 tels que f(&,)=&;, f(&,) =4&, et f(&3) =5¢&5.
Montrer que la famille B’ = (£, £,, £5) est une base de R? et donner la matrice de passage de B a B’.

Sans utiliser la formule de changement de bases, donner la matrice D de f dansla base B'.
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Retrouver la matrice D al’aide de la formule de changement de bases.

Exercice 3. (3 points)
Soit f I'application linéaire définie par :

f: Rg[X] — R
P — (P(0),P(1),P(2),P(3)

Montrer que f est un isomorphisme.
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Exercice 4. (4 points)
Soit f 'endomorphisme de R,[X] dont la matrice dans la base canonique (1, X, X?) de R,[X] est

3 -3 2
A=|-1 5 =2
-1 3 0

On note id I'application identité de R,[X] et f2=fo f.
1. Déterminer une base de Ker(f —2id) et une base de Ker( f —4id).
2. Montrer que f2(P)=6f(P)—8P pour tout P € R,[X].

Exercice 5. (5 points)
Soit f un endomorphisme de R? tel que f2=0et f2#0 (ot f2=fo f et f3=f20f).

1. Montrer qu'’il existe X € R3 tel que la famille B = (X, f(X), f?(X)) est une base de R3.
2. Déterminer la matrice de f dans la base B. En déduire une base de Im(f) et une base de Ker(f).
3. Montrer que Im(f?)= Ker(f) et Ker(f?)=Im(f).
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