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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.

Le sujet comporte quatre exercices. Lordre dans lequel ceux-ci sont traités n'est pas imposé.
Le baréeme est donné a titre indicatif.

‘ Sujet réservé aux classes 3,4 et 5 ‘

Exercice 1. (4 points)
Soit E le R-espace vectoriel des suites réelles (u,,),<y telles que la série Z ui converge.

neN
Pour deux suites u =(u,,),en €t U =(V,)en de E, on pose

p(u,v)= Z UpUp.

neN

1. Montrer que I'application ¢ : E x E — R est bien définie, c.-a.-d. que pour tout couple (u, v) € E?, la
série de terme général u,, v, converge.
Indication : on pourra penser a majorer |u, v,| par le terme général d’'une série convergente.

2. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.

Exercice 2. (3 points)

1. Rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace préhilbertien réel.
2. En déduire, apres avoir précisé un produit scalaire adéquat et les vecteurs concernés, que :

(a) pour tout (X, Xp,-+-, X,) € (R*)",

11 1 )
(1 +x++x,)| —+—-+— |=n".
X1 X2 Xn

(b) pour tout x > 1,

In(x) <

<5

o o . 1
Indication : on pourra considérer les fonctions f : t — letg:t— 7

-1/2-



Exercice 3. (6 points)
On munit R? du produit scalaire canonique et on considére le sous-epace vectoriel F de R? défini par
I'équation x —y +2z =0.

1. Construire une base orthonormale de F.
2. Donner une base de F.
3. Soit u=(1,1,1)eR3.
(@) Calculer d(u, F)etd(u, FL).
(b) En déduire que d(u, F?>+d(u, FY)? = u |

Exercice 4. (7 points)
Soit E=R3[X], P=ay+a; X +a, X?>+az; X3, Q = by+ b; X + b, X? + by X3 deux éléments de E. On pose

3
¢(P, Q)=Zakbk-

k=0
1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.
2. Soitle sous-espace vectoriel H={P € E, P(1)=0}de E.
(a) Déterminer une base B de H.
(b) Orthonormaliser la base B al’aide de I'algorithme de Gram-Schmidt.

(c) En déduire la projection orthogonale de X sur H puis d(X, H).
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