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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.

Le sujet comporte cing exercices. Lordre dans lequel ceux-ci sont traités n'est pas imposé.
Le bareme (sur 35) est donné a titre indicatif.

’ Traiter au choix un exercice et un seul parmi les exercices 4 et 5 ‘

Exercice 1. (12 points)

Soit n € N* et A € M,,(R). On appelle commutant de A, noté C(A), 'ensemble des matrices de M,,(R) qui
commutent avec A; autrement dit

CA)={M e M,(R), AM = M A}.
Partie I : Généralités
1. Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de M,,(R).

2. Soit P € GL,(R).
(@) Soit M € M,(R). Montrer I’équivalence :

MeCA) = P IMPeePAP).

(b) Montrer alors que I'application ¢ : @(A) — C(P~! AP) définie par p(M)= P 'MP est un
isomorphisme d’espaces vectoriels.

Partie II : Etude d’'un exemple

Le but de cette partie est d'utiliser la réduction d'une matrice pour décrire son commutant.
Soit

1 4 -2 1
A=|1 0 6 -3 et X=|1
-1 4 0 1

1. Calculer AX. Que peut-on en déduire?
2. Calculer les valeurs propres de A et déterminer leur multiplicité.
3. Déterminer une matrice inversible P et une matrice T de la forme

0
T =

oS O R

0
B r
0 p
telles que A=PTP!et(a,B,y) € R® a déterminer.
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4. Montrer que C(T) est 'ensemble des matrices de la forme ot (a, b,c)€R3.

S O Q
o T O
St O

5. En déduire la dimension de C(A).
6. Montrer que C(A) = vect(;, A, A?).

Exercice 2. (11points)

+00
Soit E 'ensemble des fonctions continues f : [0, +0o[— R telles que I'intégrale J f(t)*dt converge.
0

+00
1. (a) Montrer quesi f et g sont deux éléments de E, alors I'intégrale f f(t)g(t)dt est absolument
0

convergente.

(b) En déduire que E est un sous-espace vectoriel de C°([0,+0o[,R), le R-espace vectoriel des
fonctions continues [0, +0o[— R.

2. A deux éléments f et g de E, on associe le réel

<f,g>=f f(H)g(t)dt.
0

Montrer qu’on vient de définir un produit scalaire sur E.
3. Pour n € N*, soit f;, la fonction définie sur [0, +00] par f,(f)=e "’.
(a) Montrer que pour tout n e N*, f,, € E.

(b) Pour tout (k, 1) e N* x N*, calculer (fy, f;).
On pourra utiliser ce résultat dans les calculs qui suivront.

4. Soit F =vect(fi, f>).
(a) Déterminer une base orthonormale de F.
(b) Déterminer pr(f3), la projection orthogonale de f; sur F.

(c) SoitI’ensemble
+00
E= {J (e —ae ' —be 2y dt, (a,b)eRz}.
0

i. Justifier que E posséde une borne inférieure.

ii. En quel point (a, b) € R? cette borne inférieure est-elle atteinte? Justifier.

Exercice 3. (5 points)
On munit R? du produit scalaire canonique et on considére le sous-espace vectoriel F de R® donné par

F:{(x,y,z)€R3, x—y+2z=0}.

On note py la projection orthogonale sur F et pp. la projection orthogonale sur F.
1. Déterminer une base de FL.
2. Soit X =(a, b, c¢) € R3. Calculer pp(X).
3. Déterminer la matrice de py dans la base canonique de R3.
4. En déduire la matrice de pp. dans la base canonique de R3.
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Traiter au choix un exercice et un seul parmi les deux exercices suivants ‘

Aucun point ne sera accordé si les deux exercices sont traités a la fois

Exercice 4. (7 points)

Soit n € N* et E un espace euclidien de dimension n dont le produit scalaire est noté (-, -) etlanorme associée
est notée || - ||.
On considere un endomorphisme f de E vérifiant la propriété suivante :

Y (x,y)€ E?, (f(x), f(y))=(x,y).

Un tel endomorpisme s’appelle endomorphisme orthogonal.
1. Montrer que f conserve lanorme, c.-a-d. VYV x € E, || f(x) ||=]| x ||

2. Montrer que f est un automorphisme de E et que sa bijection réciproque f~! est un endomorphisme
orthogonal de E.

3. Soit B =(ey,..., e,) une base orthonormale de E. Montrer que la famille F = (f(e;),..., f(e,)) est une
base orthonormale de E.

4. Montrer que si A est une valeur propre réelle de f, alors A € {—1, 1}.

5. Soit g 'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique de R® est

1 2 -1 2
A= 3 2 2 -1
-1 2 2

Montrer que g est un endomorphisme orthogonal de R3.

Exercice 5. (7 points)
Soit n e N* et E =M,,(R). On considére 'application ¢ : E x E — R définie par

V(A,B)eEXE, p(A B)=tr(A'B)

ol tr désigne la trace et ‘B désigne la matrice transposée de B, notée aussi B'.
Soit § (respectivement A) le sous-espace des matrices symétriques (respectivement antisymétriques) de E.

On note (E; )i, jie1,n)> 1a famille des matrices élémentaires de E, c.-a-d. E;; est la matrice dont tous les
coefficients sont nuls sauf celui de la i®™ ligne et j®™¢ colonne et qui vaut 1.

1. Montrer que I'application ¢ définit un produit scalaire sur E.

1
2. Montrer que E =8 ® A (c.-a-d. que S et A sont supplémentaires orthogonaux dans E).
3. On note H I'ensemble des matrices diagonales de E.
(a) Déterminer une base et la dimension de H.

(b) SoitAe Eetie<|l,n].
Calculer ¢(4, E;;) en fonction des coefficients a;; de A.

(c) Donner une base et la dimension de H-.
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