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SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES
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4‘ Définition 1.1 )

Soit n € N*. Un systéme différentiel linéaire & coefficients constants d’ordre 1 & n équations

prend la forme
X'(t) = AX(t) + B(t)

o X et B sont des fonctions R — R™ de la variable réelle t, A € M, (R), une matrice
indépendante de t.

e X (t) est 'inconnue.

e B(t) est le second membre du systéme. Si B(t) = 0, on dit que le systéme est homogéne.

o A est la matrice su systéme.

/

Pour alléger les notations, on pourra noter X’ = AX + B, sans oublier que X et B sont des
fonctions de la variable réelle ¢ & valeurs dans R™.

1.1 Systéme homogéne - Cas ou A est diagonalisable

4‘ Théoréme 1.2

Supposons que A € M, (R) est diagonalisable et notons Aj,--- , A, les valeurs propres de
A (éventuellement avec répétition), et (vi,---,v,) une base de vecteurs propres, associés
respectivement & Ay, -, A,.

L’ensemble des solutions du systéme différentiel X’ = AX sur un intervalle quelconque I
est un R-espace vectoriel de dimension n. Une base est la famille formée par les n fonctions
R — R"™ données par

t— e)‘itvi

pour ¢ = 1,--- ,n. La solution générale du systéme est donc
X(t)= are*tvy + - - + ape*to,

avec (aq, -+ ,0p) € R™.
Si de plus la condition initiale X (0) est fixée, la solution est unique.

Démonstration. Vérifions d’abord que I’ensemble des solutions est un R-espace vectoriel. De fagon
équivalente, vérifions que c’est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des fonctions I — R.
La fonction nulle est clairement une solution. De plus, si A € R et X; et X5 sont deux solutions de
X' = AX, alors

(AX] + Xo) = AX] + X5 = MX) + AXy = AMX; + Xs)

ainsi AX; 4+ X5 est également solution.

Trouvons maintenant une base de cet espace vectoriel.

Diagonalisons la matrice A. En notant P la matrice dont la i®™¢ ligne est formée par les coordonnées
de v; dans la base canonique de R”, on a A = PDP~! avec D = diag(\1, -+, A,). On pose

Y =P'X
ainsi Y/ = P7'X’, X = PY et X' = PY'. Avec ces notations, on a :

X'=AX & PY' = APY &Y' = P 'APY &Y' = DY



En posant Y (t) = : , le systéme Y’ = DY donne

yi(t) = y(t)

Yn(t) = Anyn(t)

dont la solution est

yi(t) = aeMt

ou (ay,- -+ ,ay,) € R™. On déduit que
X(t) = PY(t) = aretoy + - + ane o,

Ainsi la famille formée par les n fonctions X; : I — R™ données par t — e*i*v; engendre I'espace
des solutions.
De plus, cette famille est libre. En effet, soit (a1, - ,a,) € R™ tel que

a1X1+"'+aan207

alors Vtel,

are Mty + -+ ane)‘"tvn = 0.
En appliquant ’égalité précédente pour un ¢ fixé, et en utilisant le fait que la famille (vq,- - ,v,)
est libre, on conclut que Vi=1,---,n, ae** =0, ainsiVi=1,--- ,n, a; =0.
Ainsi la famille (Xq,---,X,,) est une base de ’espace des solutions. Une base de ’espace des
solutions est appelée systeme fondamental de solutions. O

Remarque : Avec cette méthode, il est inutile de calculer P71,

Exemple : Soit & résoudre le systéme différentiel suivant, ou z1,z2 et z3 sont trois fonctions
R—R:

1(t) = w2(t) + 25(t)
zy(t) = a1(t)

(t) = a1(t) + 22(t) + 23(t)

—_ o -

.’L‘l(t) 0 1
En notant X (t) = | x2(t) | et A= (1 0], le systéme différentiel précédent s’écrit
1 1

1‘3(t)
X'(t) = AX(t).
On a Sp(4) = {-1,2,0} et

-1 2
., Ex(A)=vect (1], Eo(A)=vect| 1
0 3 -1



et A= PDP~1 avec

1 2 0 -1 .0 0
P=(11 1 1 et D=0 2 0
0o 3 -1 0 0 O
1 (t)
En posant Y = P71X, avec Y (t) = | y2(t) |, le systéme X’ = AX devient équivalent & Y’ = DY
y3(t)
Autrement dit :
yi(t) = —mn(t)
ya(t) = 2ya(t)
ys(t) = 0
dont la solution est
yi(t) = aje”t
yo(t) = e
ys(t) = a3

-1 2 0 Y1 (t) —1 2 0
Xt)=pPY(t)=|1 1 1 yo(t) | =w(t) | 1 | +u2@) | 1| +uys(t) | 1
0 3 -1/ \ys() 0 3 ~1
d’ou
-1 2 0
Xt)=are™ " | 1 | +ae® 1] +az| 1
0 3 -1
oil (ay,ag,a3) € R3, Ecrit autrement :
71(t) = —aje ! + 2a9e?
Ta(t) = are 4 age? + az
x3(t) = 3age? — a3

1.2 Systéme homogéne - Cas ou A est trigonalisable

Soit a résoudre le systéme différentiel homogeéne X' = AX, ou A € M, (R) est trigonalisable sur
R.

En trigonalisant A, on obtient A = PTP~! avec P € GL,(R) et T triangulaire supérieure. Comme
précédemment, on pose Y = P71 X, le systéme X’ = AX devient équivalent 4 Y’ = TY. On résout
le systéme obtenu de proche en proche, en commencant par la derniére équation différentielle.

Exemple : Soit & résoudre le systéme différentiel suivant, ot x1,2z9 et x3 sont trois fonctions
R—R:

21 (t) = 2x1(t) — x2(t) + 2x3(t)
xh(t) = 4dx1(t) — 2x2(t) + 2x3(¢)



0 2 -1 2
En notant X (t) = | x2(t) | et A= |10 —5 7], le systéme différentiel précédent s’écrit
I3 (t) 4 -2 2

X'(t) = AX(t).

On a Sp(4) = {-1,0} avec —1 une valeur propre simple et 0 une valeur propre double. Les
sous-espaces caractéristiques associés respectivement sont

-1 1 0
Nfl(A) = vect 1 s No(A) = 2 y 1
2 0 1
et A= PTP~! avec
-1 1 0 -1 0 0
2 0 1 0 0 0
y1(t)
En posant Y = P71X, avec Y () = | y2(¢) |, le systéme X’ = AX devient équivalent & Y’ = TY.
y3(t)
Autrement dit :
yit) = —n(t)
ya(t) = ws(t)
ys(t) = 0

La troisiéme équation donne y3(t) = as. Ensuite la deuxiéme équation donne yo(t) = ast + s,
et la premiére donne y;(t) = aje™!, avec (ag, az, az) € R3. On obtient

~1 1 0\ /() -1 1 0
Xt)=PY(@t)=| 1 2 1| |w@)|=wnu@)| 1 |+y)]|2]+ys@)|1
2 0 1) \wys(t) 2 0 1
d’ou
-1 1 0
Xt)y=ae " | 1 | +(agt+ag) 2] +asz|1
2 0 1
-1 t 1
=are | 1 | +az[2+1] +as |2
2 1 0
Autrement dit, les trois fonctions
—e~! t 1
t— | et |, t—|2t+1]|, t— |2
2e~t 1 0

forment un systéme fondamental de solutions du systéme X’ = AX.



1.3 Systéme avec second membre
Soit & résoudre le systéme différentiel
X'(t) = AX(t) + B(t)

b1 (t)
ou B(t) = . A ce systéme, on associe le systéme homogéne

b (1)
(H): X'(t) = AX(t)

Proposition 1.3}

Notons Xp(t) une solution particuliére du systéme X'(t) = AX(¢) + B(t). L’ensemble des
solutions de X'(t) = AX (t) + B(t) est alors

{Xu(t)+ Xp(t), Xu(t) est solution de (H)}.

Autrement dit, la solution générale du systéme X'(¢t) = AX(t) + B(t) est la somme d’une solution
particuliére de ce systéme et de la solution générale du systéme homogéne associé.

Démonstration. Montrons d’abord que X (t) + Xp(t) est solution :
(Xu(t)+Xpt) = Xgt)+ Xp(t) = AXg(t) + AXp(t) + B(t) = A(Xu(t) + Xp(t) + B(2).
Réciproquement, soit X (t) solution, alors :
(X(t) = Xp(t)) = X'(t) = Xp(t) = (AX(t) + B(t)) — (AXp(t) + B(t)) = A(X(t) — Xp(t)).

Autrement dit, X (t)—X p(t) est solution de (H ), notons-1a X (¢). Ainsi, X(¢) = Xg(t)+Xp(t). O

1.3.1 Comment déterminer une solution particuliére ?

On détermine une solution particuliére du systéme X' (t) = AX(¢) + B(t) en utilisant la méthode
de la variation des constantes :

soit (X1(¢),---,Xn(t)) une base de l'espace des solutions du systéme homogene (H) associé. On
cherche alors une solution de X'(t) = AX (¢) + B(t) de la forme

ol les a; sont des fonctions R — R.
En reportant X (t) = a1(t)X1(t) + -+ + a,(t) X, (¢) dans 'équation X'(¢t) = AX(t) + B(t), on
obtient :

Do aimXi(t) + Y ai()X[(t) = B(t) + Y i) AXi(t)
i=1 i=1 i=1

or AX,(t) = X[(t). Aprés simplification, on a :

(3

Z i () Xi(t) = B(t).



Ceci est un sytéme linéaire (pas différentiel) en les a/f(t). Sa résolution donne les o (¢), puis en
primitivant chaque «(t), on détermine un «;(t) (en choisissant une primitive quelconque).

Exemple : Soit & résoudre le systéme différentiel suivant :

(t) = 3za(t) + cos(t)

{x’l(t) = —2x(t) + x2(t) + ch(t)
)

Notons qu’ici, la deuxiéme équation est une équation différentielle en la fonction x5, qu’on peut
résoudre séparément puis l'injecter dans la premiére équation.

On va cependant utiliser la méthode générale présenter précédemment.

Le systéme donné s’écrit matriciellement sous la forme

X'(t) = AX(t) + B(t)

x1(t) -2 1 ch(t)
X(t) = A= B(t) = .
®) <332(t)) ’ ( 0 3)’° ®) cos(t)
On commence par résoudre le systéme homogéne associé, soit le systéme X'(¢t) = AX(t). Ici, A
est diagonalisable, de valeurs propres —2 et 3, et de sous-espaces propres engendrés respectivement

ol

par <1) et <é) La solution générale du systéme homogéne est donc

0
ot (1 1
Xp(t) =aje™? <0> + age’! <5>
o2t o3t
“on (o) e (i)
—— ——
X1 (t) X2(t)
Cherchons une solution particuliére de X' (t) = AX () + B(t) de la forme
Xp(t) = Otl(t)Xl(t) + OéQ(t)XQ(t).
Cela donne, apreés simplification,
) () X1 (t) + ay(t) Xa(t) = B(t)
d’ou
o (t)e 2 + ab(t)e¥ = ch(t)
5ok (t)ed! = cos(t)

)
C’est un systéme linéaire en o/ (t) et ab(t), qui donne

1
o (t) = e?ch(t) — ge%cos(t)



En primitivant, on obtient

1 1 1
a(t) = ée‘% + §et — %e%(sin(t) + 2cos(t))

as(t) = %e—?ﬂ(sm(t) — 3cos(t))

Note : il n’est pas nécessaire ici d’ajouter des constantes arbitraires, car on cherche une solution
particuliére.

La solution générale du systéme X'(t) = AX (t) + B(t) est donc

X(t) = Xu(t) + Xp(®)
= o1 X1 (t) + OéQXQ(t) + oy (t)Xl (t) + OéQ(t)XQ(t)

avec (a1, az2) € R?. Cela donne

1 1 1
r1(t) = are”? + agedt + éet + ie_t - %(sin(t) + Tcos(t))

2a(t) = Sanedt + %(m(t) ~ 3cos(#))

1.4 Exponentielle d’'une matrice

Définition 1.4

Soit n € N* et A € M,,(K). On définit ’exponentielle de A, notée e ou exp(A), par

1
A _ Lok
e’ = Z k!A .
k=0
— 1 1
Remarque : La somme infinie ZEAIC a un sens, grace au fait que la série Z —|Ak est
k=0 E>0

normalement convergente sur toute partie bornée de M., (C).

4[Proposition 1.5: Propriétés de l’exponentielle}

Soit A, B € M, (K) et P € GL,,(K).

e =1, et el" =el,

Si AB = BA, alors eA18 = e¢4eB

Si A= P~ 'BP, alors e = P~1eBP
ed € GL,(K) et (e) 1 =e4

det(e?) = etr(4)

NP E

Le résultat suivant va nous permettre de résoudre les systémes différentiels linéaires homogénes a
I’aide de I’exponentielle de matrices :



Soit F': R — M, (R) la fonction définie par F(t) = ‘4, alors F est dérivable sur R et

F'(t) = Aett = !4 A.

Théoréme 1.6

Les solutions du systéme différentiel linéaire donné par X'(¢t) = AX(t) ou A € M, (R) sont
données par
X(t) = e X,

ol Xy = X(0) est un vecteur constant arbitraire de M,, 1 (R).

Démonstration. Soit X (t) = !4 Xy, alors X'(t) = Ae!4X, = AX(t). Ainsi X (t) est solution.
Réciproquement, soit X (¢) une solution, alors

4 (4% (1) = —Ae A% (1) + e K1)

—Ae X (1) + e M AX (1)
= —Ae X (t) + Ae 71X (1)
=0

ainsi la fonction t — e~*4 X (t) est constante, donc il existe Xo € M., 1(K) tel que e *4 X (t) = Xy,
d’ott X (t) = 4 Xy. On remarque aue X, n’est autre que X (0). O

1.4.1 Calcul de I’exponentielle d’une matrice dans quelques cas particuliers

1. Si D = diag(\1,---, \,) est une matrice diagonale, alors e = diag(e?s,--- ,e’)

2. Si A=A, + N ou A € R et N une matrice nilpotente avec NP =0 (ou p € N*), alors

A _ MatN _

p—1
1
e eMrel = AN = etelN = et E HN’“.
k=0 "

3. Si A est semblable & une matrice de 'une des formes précédentes, alors le calcul de e se
-1
fait grace a la formule e’ BP = p~1eBPp,

Exemple : Soit a résoudre le systéme différentiel

x) = —15x1 + 44a4
xhy = =10z + 27z,

ol 1 et x5 sont deux fonctions de la variable réelle ¢.

Le systéme s’écrit matriciellement X’ = AX ou X = <i1> et A= <_18 ;13) La matrice A est
) _

diagonalisable, de valeurs propres 5 et 7; sa diagonalisation donne A = PDP~! avec

11 2 5 0
(50 o 03)

10



La solution du systéme X’ = AX est X = 4 Xy, ou Xy = <g

> est un vecteur colonne arbitraire

et
etA = PUDP™" _ petDp=1 _ p (55t gt) pPL.
0 e
On obtient
X= (") =pePPix
X9 0

Il n’y a pas besoin de calculer P~!, car comme X décrit Moz 1(R), il en est de méme de P1X,.

Posons alors P~1X, = <PY

6) , on obtient

~oap (7 [11vedt +26e™
X =Pe (5) N < 5yedt + et
Autrement dit, la solution générale du systéme X' = AX est

x1 = 11yed + 28e™
9 = 5yedt 4 Je’t

avec (v,9) € R2

Exemple : Soit a résoudre le systéme différentiel

¥y =x +as+ s
xh = 2me + 2x3

!
Ty =1 — To + 3T3

ou x1,x2 et x3 sont des fonctions de la variabke réelle ¢.

x1 1 1 1
Le systéme s’écrit matriciellement sous la forme X' = AX ot X = |22 | et A= |0 2 2
x3 1 -1 3

La matrice A admet 2 valeur propre triple, et une trigonalisation de A donne A = PTP~! ou
1 00 2 21
p=(11 0], 7=[0 2 1
0 1 1 0 0 2

La solution du systéme est X = e X, ot Xy est un vecteur colonne arbitraire. Calculons
maintenant la matrice e*. On a :

—1 —1
otA _ otPTP™! _ _PUT)P™' _ ptT p—1

0 2 1 0 0 2
avec T =23+ Noit N= (0 0 1] vérifiant N2= [0 0 0| et N> =0, Vp > 2. Ainsi,
0 00 0 00

comme 2tI3 et tN commutent, on a :

etT — 62t13+tN — e2t136tN — €2t136tN _ e2t€tN

11



Comme tN est une matrice nilpotente, on peut facilement calculer e*V :

1 1 2t t+¢2
eN =L +tN+-t?N?=1[0 1 t
2 0 0 1
Ainsi
1 2t t+¢2
etT — e2tetN — e2t 0 1 t
0 0 1

On obtient donc la solution du systéme
X =X, = Pt P X,

Comme dans I'exemple précédent, il est inutile de calculer P! car P~1 X, décrit M3 1(R). Posons

(6]
P~ 'Xy=|B].Onadonc
g
1 0 0\ /1 2t t+t?\ [«
X=€[1 1 0]]0 1 t 5
01 1/ \0 0 1 v
1 2t t+t2
=ae® 1| +8e® [ 2t 4+ 1| +~e? | 2t + 2
1 t+1

Autrement dit, la solution générale du systéme X' = AX est

v = ea+ (28 + )t + 7t
Ty = e[a+ B+ (28 + 29)t + 1%
z3 = e’ [B+v+ 7]

avec (o, 3,7v) € R3.
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