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Chapitre 1

Rappels : Espaces vectoriels -
Matrices - Endomorphismes
Réduction (A)

Rappels, remarques références sur les :
– 1. Espaces Vectoriels
– 2. Matrices
– 3. Applications linéaires
– 4. Matrices et Applications linéaires

1 Espaces Vectoriels

1 Espaces Vectoriels
Définition 1.1 (Structure d’un espace vectoriel).

Supposons que
i) E = {u1, u2, · · · , un, · · · } est un ensemble d’éléments (fini ou infini).
ii) On a défini une opération interne "+" (“addition”) entre les éléments de E,

telle que E en forme un groupe abélien.
iii) K est un corps commutatif.
iv) On a défini une opération externe "·" (“multiplication”) sur les éléments de
E, ayant comme opérateurs ("scalaires") des éléments de K. Cette opération est
telle que pour tout u ∈ E et tout λ et µ ∈ K, on ait :
λ · (µ · u) = (λ · µ) · u associativité
e · u = u (e élément "neutre" de la multiplication dans K)

v) L’opération externe est distributive par rapport à l’addition dans K et par rap-
port à "l’addition" dans E. autrement dit :
(λ+ µ) · u = λ · u+ µ · u
λ · (u1 + u2) = λ · u1 + λ · u2

Si toutes ces conditions sont vérifiées E est un espace vectoriel sur K.

Remarque 1.1. Dans nos applications on aura souvent :

K = R ou K = C.

1
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Exemple 1.1. a) L’ensemble des vecteurs du plan (R2) notés ~x ou ~y muni des
opérations ~x+ ~y et α~x avec α ∈ R est un espace vectoriel sur R.

b) L’ensemble des fonctions numériques continues sur un intervalle I = [a, b] ⊂
R, muni des opérations f + g, αf α ∈ R, est un espace vectoriel sur R

c) R (resp. C) muni des opérations habituelles est un espace vectoriel sur lui-
même.

2 Sous espaces vectoriels
Définition 1.2 (Sous espaces vectoriels).

Soit E espace vectoriel sur K.
Une partie non vide F de E est un sous-espace vectoriel de E ssi elle a la même

structure d’espace vectoriel que E c’est-à-dire :

(∀ x ∈ F ) (∀ y ∈ F )
(∀ λ ∈ K) (∀ µ ∈ K)

}
λ · x+ µ · y ∈ F

Remarque 1.2.
a) Les opérations interne "+" et externe " · " sont celles induites par la structure

de E, donc F est un sous-groupe du groupe additif de E.

b) Pour simplifier les notations on écrit souvent par la suite
(∀ u ∈ E)
(∀ λ ∈ K)

}
λ u au

lieu de λ · u.

Exemple 1.1. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires : ν =
∑p
i=1 λiui de p

éléments de E espace vectoriel sur K, forme un sous-espace vectoriel de E.

3 Isomorphismes
Définition 1.3 (Isomorphisme d’espaces vectoriels).

Soient E, E′ deux espaces vectoriels sur le même corps K.
On appelle isomorphisme de E sur E′ toute bijection f de E sur E′ telle que :

(∀ u ∈ E)(∀ ν ∈ E)f(u+ ν) = f(u) + f(ν)
(∀ u ∈ E)(∀ ν ∈ E)f(λu) = λ f(u)

∗ E et E′ sont alors des espaces vectoriels isomorphes.

Remarque 1.3. Si E = E′, on dit que f est un automorphisme.

4 Espaces produits
Définition 1.4.

Soient n espaces vectoriels sur K, E1, E2, · · · , En. On définit l’espace vectoriel
produit sur K et on note E = E1 × E2 × · · · × En comme il suit :

Si, xi ∈ Eiet yi ∈ Ei ∀i, alors (x1, · · · , xn) ∈ E, (y1, · · · , yn) ∈ E, et

(x1, x2, · · · , xn) + (y1, y2, · · · , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn)
λ(x1, x2, · · · , xn) = (λx1, λx2, · · · , λxn)

Remarque 1.4. Si on prend E1 = E2 = · · ·En = E alors on note par En l’espace
vectoriel produit de E par lui-même (n fois)
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Exemple 1.2.
a) Rn espace vectoriel produit sur R (de R par lui même 2n fois)
b) Cn est un espace vectoriel produit sur R isomorphe à R2n, (espace vectoriel

produit de R par lui même 2n fois).
Cn est un espace vectoriel produit sur C (de C par lui même n fois).

5 Bases
Définition 1.5 (Base d’un espace vectoriel ).

Soit E espace vectoriel sur K.
a) Famille génératrice G : c’est une partie G = {x1, · · · , xp} ⊂ E telle que tout

élément x ∈ E peut étre engendré comme combinaison linéaire des éléments de
G.

b) Famille libre L : c’est une partie finie d’éléments de E,L = {y1, y2, · · · , yn}
telle que toute équation du type :

n∑
i=1

λiyi = 0

implique
λ1 = λ2 = λ3 = · · · = λn = 0.

On dit aussi que les éléments y1, · · · , yn sont linéairement indépendants.
c) Base d’un espace vectoriel E sur K : c’est une famille de E libre et

génératrice.

Remarque 1.5.
a) LorsqueE est engendré par un nombre fini de ses éléments (resp. nombre infini

d’éléments) on dit que c’est un espace vectoriel de dimension finie (resp.dimension
infinie).

b) Une famille qui n’est pas libre est dite liée.
c) Définitions équivalentes pour une base B de E.
B base⇔ B partie génératrice minimale de E.
B base⇔ B partie libre maximale de E.

d) On appelle base canonique de Rn l’ensemble suivant :

ε(n) = {ei}i=1,··· ,n avec ei = (δ1i , · · · , δii , · · · , δni ) et δji =

{
1 si i = j
0 ailleurs

On vérifie facilement que ε(n) forme une base pour Rn.

Exemple 1.2.
Base canonique de R3 : ~e1 = (1, 0, 0) ; ~e2 = (0, 1, 0) ; ~e3 = (0, 0, 1)

Théorème 1.1.
a) Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.
b) Toutes les bases d’un espace vectoriel, de dimension finie E, ont même nombre

d’éléments ; ce nombre est appelé la dimension de l’espace vectoriel E (nota-
tion : dimKE).

Théorème 1.2. (Th. de la base incomplète)
L et G étant respectivement une partie libre et une partie génératrice d’un espace

vectoriel E sur K, il existe une partie H de G t.q. L ∪H soit une base de E.
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Théorème 1.3.
a) Tout espace vectoriel de dimension finie sur K : dimKE = n est isomorphe à
Kn.

b) Si E = E1 × E2 × · · · × Em et ∀i = 1, · · ·m dimKEi = ni (finie) ∀i =
1, · · ·m alors
dimKE =

∑m
i=1 ni.

Exemple 1.3.
dimR C = 2 ; dimR R = 1 dimR Rn = n

6 Somme directe
Définition 1.6 (Somme directe - Sous-espaces supplémentaires).

Soit E = E1 + E2 (ou E = E1 ∪ E2) la somme de deux espaces vectoriels sur K,
les propriétés suivantes sont équivalentes

a) E = E1 ⊕ E2 (c’est-à-dire E espace vectoriel sur K est la somme directe de
E1 et E2)

b) E1 ∩ E2 = {0}
c) ∀ u ∈ E la décomposition u = u1 + u2 avec u1 ∈ E1, u2 ∈ E2 est unique.

∗ On appelle alors E1 et E2 sous-espaces vectoriels supplémentaires par rapport à E.

Théorème 1.4. L’espace produit E1 × E2 est isomorphe à l’espace E1 ⊕ E2

Théorème 1.5.
a) Tout sous-espace vectoriel F de E (esp. vect. sur K) admet au moins un sup-

plémentaire G par rapport à E et

E = F ⊕G⇒ dimK E = dimF + dimG

b) Tous les supplémentaires de F par rapport à E ont même dimension appelée la
codimension de F par rapport à E.

Exemple 1.3.
a) R3 = Rx ⊕ Ry ⊕ Rz ; dimR R3 = 3 ; dimR Rx = dimR Ry = dimR Rz = 1
b) C = Rx ⊕ jRy (j2 = −1) ; dimR C = 2

7 Rang d’un système de vecteurs
Définition 1.7. Rang d’un système de vecteurs d’un esp. vectoriel

Soit un système S = {u1, · · · , us} de vecteurs. La dimension (finie) du sous-
espace F de E engendré par ce système de vecteurs est appelée le rang de S et on
note : rg(S).

Exemple 1.4. Dans Rn on considère les vecteurs ei i = 1, 2, 3 de la base canonique
de Rn et soit λ ∈ R et S = {λei}i=1,2,3 ⇒ rg(S) = 3
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2 Matrices

1 Généralités
Remarque 1.6.

Dans ce paragraphe on supposera connues certaines définitions fondamentales comme
celles sur : les matrices sur un corps K, les matrices carrées, rectangulaires, triangu-
laires, diagonales ; l’égalité entre matrices ; les opérations sur les matrices (multiplica-
tion par un scalaire α ∈ K, l’addition et multiplication des matrices) ; l’inversion d’une
matrice carrée.

On supposera aussi connus :

a). La théorie des systèmes d’équations linéaires et les théorèmes associés à leurs
solutions.

b). Les propriétés et les opérations sur les matrices en blocs.

Définition 1.8 (Transposition des matrices).
a) Soit A = {aij}i=1,··· ,n

j=1,··· ,m une matrice sur un corps K (R ou C) (de n lignes et m
colonnes).
On appelle transposée de A et on note At la matrice :
At = {aji}j=1,··· ,m

i=1,··· ,n
(les m lignes de At sont les m colonnes de A, les n colonnes de At sont les n
lignes de de A)

b) Une matrice A est dite
symétrique si : At = A

et antisymétrique si : At = −A

Exemple 1.4. (
1 3 5
0 2 4

)t
=

1 0
3 2
5 4


matrice symétrique : A =

1 3 5
3 2 4
5 4 7


matrice antisymétrique : B =

 0 −0, 87 23
0, 87 0 −4
−23 4 0


Théorème 1.6.

i) (A+B)t = At +Bt

ii) (At)t = A
iii) (kA)t = kAt ∀k ∈ K
iv) (AB)t = BtAt

2 Rang d’une matrice
Définition 1.9 (Rang d’une matrice).

a) On appelle rang d’une matrice A = {aij}i=1,··· ,n
j=1,··· ,m sur K le rang du système

de ses vecteurs colonnes dans Rn (ou le rang du système de ses vecteurs lignes)
dans Rn).
Notation : rg(A).
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On appelle aussi espace-colonnes (ou espace lignes) le sous-espace de Rn en-
gendré par les colonnes (ou par les lignes) de A, linéairement indépendantes-
famille libre- dans Rn (ou dans Rm).

b) Deux matricesA1, A2 sont dites équivalentes lignes (ou équivalentes colonnes)
si elles ont le même espace lignes (ou le même espace colonnes).

Théorème 1.7.
Deux matrices équivalentes lignes ont le même rang.

Définition 1.10 (Matrices échelonnées). Une matrice A = {aij}i=1,··· ,n
j=1,··· ,m est dite

échelonnée (ou mise sous forme échelonnée) si il existe des éléments :{
a1j1 , a2j2 , · · · , arjr où j1 < j2 < · · · jr
avec aij = 0 ∀i ≤ r, j < ji, et pour i > r

Autrement dit :
A est échelonnée, si le nombre de zéros qui précède le premier élément non nul

d’une ligne augmente de ligne en ligne jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de ligne. On appelle
les premiers éléments non nuls des lignes d’une matrice échelonnée les éléments distingués
ou remarquables.

Exemple 1.5.

A =

1 2 3
0 0 6
0 0 0

 B =


0 1 0 4 −6 7 0
0 0 1 0 20 8 0
0 0 0 0 1 7 0
0 0 0 0 0 0 1


Quand les éléments distingués des matrices échelonnées sont tous égaux à 1 et, qu’en
plus, il sont les seuls éléments non nuls de leurs colonnes respectives (v. exemple B)
on les appelle matrices échelonnées réduites par les lignes (e.r.`.)

Définition 1.11.
Algorithme d’échelonnage sur les lignes.

– 1re étape
Appelons j1 la première colonne avec un élément non nul. Pour simplifier, sup-
posons que cet élément se trouve à la première ligne L1 (sinon on permute sim-
plement les lignes ) d’où a1j1 6= 0.

– 2me étape
Pour chaque ligne Li avec i > 1 on applique la combinaison :

Li → −aij1L1 + a1j1Li (E)

On répète la 1ère et la 2ème étape avec la sous-matrice formée par toutes les
lignes sauf la première et on continue cette méthode jusqu’à ce que la matrice
soit sous forme échelonnée.
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Exemple 1.6.

A0 =

1 2 −3 0
2 4 −2 2
3 6 −4 3

⇒ A′ avec
L′1 = L1

L′2 = −2L1 + L2

L′3 = −3L1 + L3

⇒

A′ =

1 2 −3 0
0 0 4 2
0 0 5 3



A′ ⇒ A′′ avec
L′′1 = L′1 = L1

L′′2 = L′2
L′′3 = −5L2 + 4L3

⇒ A′′ =

1 2 −3 0
0 0 4 2
0 0 0 2


A” est déjà échelonnée. Pour qu’elle soit e.r. ` on divise chaque ligne par son élément
distingué donc :

A′′ → A′′′ =

1 2 −3 0
0 0 1 1/2
0 0 0 1


(et ensuite on recommence une procédure analogue pour annuler -3 et 1/2 sur les co-
lonnes).

Remarque 1.7. La forme échelonnée des matrices est particulièrement adéquate pour
trouver directement leur rang, car on a :

Théorème 1.8.
Deux matrices transformées l’une de l’autre par une transformation du type (E)

de l’algorithme de réduction sous forme échelonnée, ont le même espace ligne donc le
même rang.

Exemple 1.7. Considérons les matrices A,B,A0, A
′, A′′, A′′′ ci-dessus. On a :

rg(A) = 2, rg(B) = 4, rgA0 = rgA′ = rgA′′ = rgA′′′ = 3

Remarque 1.8 (Quelques cas particuliers de matrices échelonnées).
i) On a les matrices (carrées) triangulaires supérieures (resp. triang. inférieures).

a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
... 0

. . . · · ·
0 0 · · · ann

 (resp.


a11 0 0 · · · 0
a12 a22 0 · · · 0

· · · · · · · · ·
... · · ·

a1n · · · · · · · · · ann

)

∗ L’algorithme de “Pivot de Gauss” équivaut à l’algorithme ci-dessus de réduc-
tion à la forme échelonnée.

ii) On a les matrices diagonales.
a1 0 · · · 0
0 a2 0
...

. . . · · ·
0 an


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et plus particulièrement la matrice identité

In =


1

1 0

0
. . .

1

 (n lignes et n colonnes)

et les matrices scalaires S = λIn avec λ ∈ K
∗ On sait que pour toute matrice carrée A = {aij}

i = 1, · · · , n
j = 1, · · · ,m on a :

AIn = InA = A

3 Utilisation des matrices échelonnées
pour la résolution des systèmes d’équations linéaires.

Remarque 1.9. Tout système d’équations linéaires de la forme :

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ annxn = bm

 (S1)

est équivalent à une équation matricielle : AX = B (M1)

où A =


a11 a0 · · · a1n

a21
...

...
...

am1 · · · · · · amn

 ; X =


x1
...
...
xn

 ; B =


b1
...
...
bn

 ;

On considère la matrice "augmentée" (ou complète)

(A,B) = A =


a11 · · · a1n bn

a21
...

...
...

am1 amn bm


alors :

Théorème 1.9.
a) Deux systèmes (S1) et (S2) sont équivalents ssi leurs matrices augmentées ont

le même rang.
b) On peut toujours remplacer (M1) par une équ. (M ′1) où la matrice complète est

sous forme échelonnée (Equivalence lignes)
c) (M1) a une solution ssi A et (A,B) ont même rang.

4 Polynômes de matrices
Définition 1.12 (Polynômes des matrices carrées).

On peut toujours définir les puissances An d’une matrice carrée.
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On associe à tout polynôme : P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n avec ai ∈ K, ∀i
la matrice P [A] :

P [A] = a0In + a1A+ a2A2 + · · ·+ anA
n (P1)

Si P [A] = 0 (matrice nulle) alors on dit que A est une racine ou un zéro du polynôme
f(x).

Exemple 1.8. Soit A =

(
1 2
3 −4

)
; P1(x) = 2x2− 3x+ 5 ; P2(x) = x2 + 3x− 10

On a :

P1[A] =

(
16 −18
−27 61

)
et P2[A] =

(
0 0
0 0

)
Donc A est une racine du polynôme P2(x).

5 Espace Vectoriel des matrices
On vérifie facilement le théorème suivant :

Théorème 1.10 (Espace vectoriel des matrices).
a) L’ensemble MK(n,m) des matrices à n lignes et m colonnes, est un espace

vectoriel sur le corps K.
b) L’ensembleMK(m,n) est un espace vectoriel sur K isomorphe àMK(n,m)

et dimKMK(n,m) = dimKMK(m,n)
c) La base canonique dans Rnm deMK(n,m) est l’ensemble {Eji } i=1,···n

j=1,···m
avec :

Eji =


0

0
... 0

0 1 0
0 0 0

0

 → ligne i

6 Matrices équivalentes - Matrices semblables

Définition 1.13. Soient les matrices A ∈ MK(n,m) et B ∈ MK(n,m) telles qu’il
existe deux matrices carrées inversibles R, S avec : B = R A S alors A et B sont
appelées équivalentes.

Si A, B sont deux matrices carrées et R = S−1 (donc : B = S−1 AS)
alors A et B sont appelées semblables.
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3 Applications linéaires

1 Definition-Exemples
Définition 1.14 (Applications linéaires).

Soient E, F deux espaces vectoriels sur le corps K et soit f : E → F une
application telle que ∀u1, u2,∈ E et ∀λ ∈ K les deux conditions d’homomorphisme
des deux espaces vectoriels sont verifiées :

f(u1 + u2) = f(u1) + f(u2)
f(λu1) = λf(u1)

f est alors une application linéaire de E dans F .

Remarque 1.10. Lorsque E = F alors l’application linéaire f : E → E est appelée
un endomorphisme de E ou un opérateur linéaire agissant sur E.

Exemple 1.9.
a) Considérons R3 et soit :

f1 : R3 → R2

(x, y, z) → (x, y)

f2 : R3 → R2

(x, y, z) → (y, z)

f1 et f2 définissent deux applications linéaires de R3 dans R2 connues sous le
nom de projections de R3 dans les plans P(x,y) et P(y,z) respectivement.

b) SoitE l’espace vectoriel des fonctions numériques continues sur I = [a, b] ⊂ R
L’application f : E → R telle que ∀x ∈ E

x 7→
∫ 1

0

x(t)dt

est une application linéaire de E sur R.

Théorème 1.11.
a) L’application composée de deux applications linéaires est une application li-

néaire.
b) Si f : E → F application linéaire alors :

b.1) f({0}E) = {0}F
b.2) A sous espace vectoriel de E ⇒ f(A) sous-espace vectoriel de F .
b.3) B sous espace vectoriel de F ⇒ f−1(B) sous-espace vectoriel de E.

Remarque 1.11.
On supposera par la suite que E et F sont deux espaces vectoriels donnés sur K

et on vérifie facilement que l’ensemble des applications linéaires f : E → F est un
espace vectoriel sur K. Notation : LK(E,F )
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2 Image et Noyau
Définition 1.15 (Image et Noyau d’une application linéaire).

Soit f : E → F une application linéaire f ∈ LK(E,F ) on appelle image de f et
on note Imf , le sous-espace f(E) de F : Im f = f(E) ⊂ F .

Le noyau de f ∈ LK(E,F ) noté par Ker fest défini par l’ensemble :

Ker f = f−1(0) ⊂ E

qui est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple 1.10. Les noyaux des applications f1 et f2 respectivement données dans
l’exemple 1.9 sont :

Ker f1 = R(z)( l’axe des "z").
Ker f2 = R(x)( l’axe des "x").

alors que les images sont Im f1 = P(x,y), Im f2 = P(y,z) respectivement.

Théorème 1.12.
a) f ∈ LK(E,F ) est injective ssi Ker f = {0}E
b) f ∈ LK(E,F ) est surjective ssi Im f = F .
c) Si f ∈ LK(E,F ) est un isomorphisme de E dans F
⇒ f−1 isomorphisme de F dans E.

Théorème 1.13. Soit f ∈ LK(E,F ) et E2 supplémentaire deKer f par rapport à E :
Ker f ⊕ E2 = E.
⇒ f(E2) = Im f , et la restriction g de f à E2 est un isomorphisme de E2 sur

f(E).

Définition 1.16 (Rang d’une application).
On appelle rang d’une application f ∈ LK(E,F ) et on note rgf la dimension

(finie) de f(E) (lorsque dimKE < +∞) et on a le résultat suivant :

Théorème 1.14 (Théorème du rang).

rg(f) = dimKE − dimK(Ker f)

En plus, on peut construire une base dans f(E) = Im f si on se donne une base
de E d’après le :

Théorème 1.15.
Soit : f ∈ LK(E,F ) et rg(f) = r, dimKE = n ;
Soit {a1, · · · , an} = base de E telle que {ar+1, · · · , an} est une base de Ker f
⇒ {f(a1), f(a2), · · · , f(ar)} est une base de Im f .

4 Applications linéaires et Matrices

1 Relation entre Applications linéaires et Matrices
Il existe un isomorphisme entre l’espace vectoriel sur K, LK(E,F )
et l’espace vectoriel sur K, MK(m,n).
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Théorème 1.16.
Soit f ∈ LK(E,F ) et soit {ai}i=1,··· ,n une base de E(dimKE = n),

{bj}j=1,··· ,m une base de F (dimK F = m) respect. alors l’application :

f →M(f{ai}, {bj}) = {αij} i=1,··· ,m⇒ lignes
j=1,··· ,n⇒ colonnes

définie par : f(ai) =
∑m
j=1 αjibj (i = 1, · · · , n)

est une bijection de LK(E,F ) sur MK(m,n). Chaque colonne de la matrice M a
comme éléments les coordonnées dans la base {bj}j=1,··· ,m de l’image f(ai) de cha-
cun des vecteurs ai (de la base dans E).
∗ M est appelée matrice associée à l’application linéaire f , ou représentation matri-
cielle de f .

Remarque 1.12.
Le théorème ci-dessus implique que : Les deux espaces vectoriels sur K, LK(E,F )

etMK(m,n) sont isomorphes et donc

dimK LK(E,F ) = dimKMK(m,n) = nm = dimKMK(n,m)

En plus :

Théorème 1.17.
Soit f ∈ LK(E,F ) et M matrice associée à f , dansMK(m,n),

⇒

rg f = rgM

Exemple 1.11.
Soit f ∈ LR(R3,R2) définie par :

f(x, y, z) = (3x+ 2y − 4z, x− 5y + 3z)

Cherchons la représentation matricielle de f dans les bases :

B(3) = {(1, 1, 1); (1, 1, 0); (1, 0, 0)} de R3 et B(2) = {(1, 3), (2, 5)} de R2.

On cherche d’abord les coordonnées d’un vecteur qui p.rapport à la base canonique
de R2 est noté : u = (a, b)). On a :

(a, b) = x(1, 3) + y(2, 5) = (x+ 2y, 3x+ 5y)

⇒ x+ 2y = a
3x+ 5y = b

⇒ x = 2b− 5a
y = 3a− b

⇒ (a, b) = (2b− 5a)(1, 3) + (3a− b)(2, 5)
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Donc en appliquant f sur les vecteurs de B3

f(1, 1, 1) = (3 + 2− 4, 1− 5 + 3) = (1,−1) (p.rapport à la base canonique de) R2

= (−2− 5)(1, 3) + (3 + 1)(2, 5)

⇒ f(1, 1, 1) = −7(1, 3) + 4(2, 5) (C.1.)

f(1, 1, 0) = (3 + 2, 1− 5) = (5− 4)
= (−8− 25)(1, 3) + (15 + 4)(2, 5)

⇒ f(1, 1, 0) = (−33)(1, 3) + 19(2, 5) (C.2.)

f(1, 0, 0) = (3, 1) = (2− 15)(1, 3) + (9− 1)(2, 5)
= −13(1, 3) + 8(2, 5)

⇒ f(1, 0, 0) = −13(1, 3) + 8(2, 5) (C.3.)

De (C.1.) et (C.2.) et (C.3.) on obtient les colonnes de la matrice M associée à f :

M
(2)
(3) =

(
−7 −33 −13
4 19 8

)
(

attention : : dimR R3 = nombre de colonnes = 3
dimR R2 = nombre de lignes = 2

)

2 Changement de base - Matrice de passage
Théorème 1.18. [Changement de base]

Soit E espace vectoriel sur K avec dimKE = n ; supposons qu’on a deux bases
{ai}i=1,··· ,n et {a′i}i=1,··· ,n de E. La matrice qui a comme colonne de numéro i les
coordonnées de a′i sur la base {ai}i=1,··· ,n, est une matrice inversible P et de plus, si
on associe à un vecteur x ∈ E les matrices unicolonnes X et X ′ par rapport à la base
{ai} et {a′i} respectivement on a :

X = PX ′ ; X ′ = P−1X
↓ ↓

anciennes nouvelles coordonnées
coordonnées

Remarque 1.13.
La matrice P s’appelle matrice de passage de la base {ai} à la base {a′i} et est

associée à l’application identité de E → E autrement dit :

P = M(IdE , (a
′
i), (ai)) et P−1 = M(IdE , (ai), (a

′
i))

Et voici, pour compléter ce cours, le théorème qui exprime l’action d’un changement
de base sur la représentation matricielle d’une application linéaire.
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Théorème 1.19.
a) Soit E, F espaces vectoriels de dimension finie sur K et soit {ai}, {a′i} deux

bases de E et {bj}, {b′j} deux bases de F .
Si P est la matrice de passage de {ai} à {a′i} etQ la matrice de passage de {bj}
à {b′j} ;
Si f ∈ LK(E,F ) et A est sa représentation matricielle par rapport à {ai} {bj}
alors :
⇒ La matrice associée à f par rapport à {a′i} et {b′j} est de la forme :

A′ = Q−1AP (a)

b) Si f est un endomorphisme de E alors :

A′ = P−1AP (b)

(P étant la matrice de passage de {ai} à {a′i} )

Remarque 1.14.
Les matrices A, A′ dans (a) (resp. (b)) sont équivalentes (resp. semblables).



Chapitre 2

Matrices - Endomorphismes -
Réduction (B)

1 Invariants par similitude d’un endomorphisme ou de
sa matrice associée

1 Généralités

Soient :
LK(E) l’espace vectoriel des endomorphismes de E → E (esp. vec. sur K) et
Mn(K) l’espace vectoriel des matrices carrées n× n sur K.
L’isomorphisme entre ces deux espaces permettra dans tout ce qui suit de parler

indifféremment d’un endomorphisme ou de sa matrice associée.

Définition 2.1.
On appelle invariant par similitude d’une matrice carrée A ∈Mn(K) (ou de

son endomorphisme f ∈ LK(E) associé) toute application H : Mn(K)→Mn(K)
qui associe la même valeur à A et à toute matrice semblable B(= P−1AP ) de A :
H(A) = H(B).

Les invariants qui nous intéressent sont :
Le déterminant, la trace, le polynôme caractéristique et le polynôme minimal

d’une matrice (ou de son endomorphisme).

2 Déterminant

Définition 2.2 (Permutations).
Soit l’ensemble X = (1, 2, ..., n).
On appelle permutation σ toute bijection de X sur lui-même et on note :

σ =

(
1, 2, ..., n
j1j2...jn

)
ou :

σ = j1, j2, ..., jn

15
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On note par Sn l’ensemble des permutations σ de X , et on a :

cardSn = n!

On dira que σ ∈ Sn est paire s’il existe un nombre pair de couples du type “p” :“
(i, k) ∈ σ tel que i > k mais i précède k dans σ.”

Exemple 2.1.
Pour σ ∈ S5 définie par : σ = (3, 5, 1, 4, 2) on a 6 couples du type “p” qui sont :

(3, 1) (3, 2) (5, 1) (5, 4) (5, 2) (4, 2)⇒ σ permutation paire
Par contre pour σ′ ∈ S5 définie par : σ′ = (5, 3, 1, 4, 2) on a 7 couples du type “p”

qui sont : (5, 3) (5, 1) (5, 4) (5, 2) (3, 1) (3, 2) (4, 2)⇒ σ′ permutation impaire
Rappel : La signature sgn (σ) (ou la parité) d’une permutation σ est définie

par :

sgn (σ) =

{
1 si σ paire
−1 si σ impaire

}
Définition 2.3. Déterminant |A| d’une matrice carrée A ∈Mn(K)

Soit A = {aij} i = 1, ..., n
j = 1, ..., n

On appelle déterminant noté det(A) ou |A| l’application :

Mn(K)→ K

A 7→ |A| =
∑
σ∈Sn

(sgn(σ))a1j1a2j2 ...anjn

et on écrit aussi :|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 ... ... a1n
a21 a22 ... a2n

...
...

...
...

an1 ... ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Exemple 2.2.

Comme

S2 =

{
σ+ = (1, 2) paire
σ− = (2, 1) impaire

}
alors |A| =

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21
De même si :

A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


alors

S3 =

{
σ1
+ = (1, 2, 3) ; σ2

+ = (2, 3, 1) ; σ3
+ = (3, 1, 2) paires

σ1
− = (3, 2, 1) ; σ2

− = (2, 1, 3) ; σ3
− = (1, 3, 2) impaires

}
donc

|A| =
∑
σ+

−
∑
σ−

= a11

∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12 ∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣
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L’application de la définition 2.3 devient très difficile si on veux calculer le dé-
terminant pour n > 3. Rappelons la méthode la plus pratique donnée par le théorème
suivant :

Théorème 2.1. Soit :
A = {aij} i = 1, ..., n

j = 1, ..., n

alors

|A| =
n∑
j=1

aij(−1)i+j |Mij |

où Mij est le mineur associé à l’élément aij autrement dit : Mij est la sous-matrice
carrée de A obtenue en supprimant la i-ème ligne et la j-ème colonne de A.

Rappel.
Par la suite on utilisera aussi le cofacteur qui est égal à :

(−1)i+j |Mij |

Théorème 2.2.
Propriétés des déterminants

i) Soit A ∈Mn(K)

a) Si A a une ligne (ou colonne) de zéros alors |A| = 0

b) Si A a deux lignes (ou colonnes) identiques alors |A| = 0

c) Si A est une matrice triangulaire⇒ |A| =
n∏
i=1

aii (produit des éléments dia-

gonaux)

En particulier |In| = 1

ii) Soit A ∈Mn(K) et B ∈Mn(K) et supposons que B est obtenue de A :

a) par multiplication d’une ligne (ou colonne) de A par k ∈ K
⇒ |B| = k|A|

b) en échangeant deux lignes (ou colonnes) de A,
⇒ |B| = −|A|

c) en additionnant un multiple d’une ligne (ou colonne) de A à une autre
⇒ |B| = |A|

d) par transposition B = At⇒ |B| = |A|
iii) Soit A ∈Mn(K) et B ∈Mn(K)

⇒ |AB| = |A||B|

iv) |A−1| = |A|−1

v) Invariance par similitude (ou par changement de base) Si B = P−1AP (B est
semblable à A)

⇒ |B| = |A|



18EISTI - 1re année 2013-2014- Maths pour l’Ingénieur-ALGEBRE

Remarque 2.1.
C’est justement la troisième propriété (invariance) qui nous permet d’associer un

unique déterminant à tout endomorphisme f ∈ LK(E) qui est précisément le déter-
minant de toutes les représentations matricielles Af de l’endomorphisme f .

Théorème 2.3. Autres propriétés d’un déterminant
Soit A ∈Mn(K), alors on a équivalence entre :

i) A est inversible (A−1 existe)
ii) A est non singulière, c’est-à-direAX = 0 (X ∈ Kn) admet seulement la solution nulle,

ou rgA = n

iii) det(A) 6= 0

Applications d’un déterminant

Théorème 2.4. Calcul de l’inverse d’une matrice
Soit M la comatrice (matrice des cofacteurs Aij) d’une matrice carrée

A = aij i ∈ X
j ∈ X

La matrice inverse A−1 de A est égale à : A−1 =
MT

|A|
où MT est la transposée de

M)

Pour l’application aux systèmes linéaires on a :

Théorème 2.5.
i) Règle de Cramer

Soit (S1) un système linéaire de n équations à n inconnues : AY = b (S1)

avec
Y = {Y1...Yn}T
b = {b1...bn}T

}
vecteurs colonnes dans Kn et A ∈Mn(K)

Alors (S1) a une solution unique Ȳ ssi |A| 6= 0.
ii) Le système homogèneAY = 0 admet au moins une solution non triviale ssi |A| = 0

Remarque 2.2.
D’après les théorèmes (2.3.ii) et (2.5ii) le système homogène AY = 0 de la partie

i) du théorème 2.5 n’admet que la solution triviale : (0,0,0,...,0). Le système complet
(S1) est alors appelé système de Cramer. Pour le calcul de Ȳ (solution unique de (S1)
on a :

Théorème 2.6.
Un système de Cramer (S1) a pour solution unique :

Ȳi = (detBi)(detA)−1

où Bi est la matrice obtenue en remplaçant dans A le vecteur colonne de coefficients
de yi par le vecteur colonne b des seconds membres.
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Remarque 2.3.
Autre méthode de calcul de l’inverse A−1 differente de celle du théorème (2.4)
D’après les théorèmes 2.5 et 2.6, pour trouver la solution Ȳ de S1 il suffit de

connaître A−1 puisque Ȳ = A−1b.
Réciproquement pour trouver l’inverse d’une matrice A−1 avec |A| 6= 0 on résoud

d’abord un système du type (S1) par triangularisation - méthode du pivot de Gauss ou
méthode de Jordan-Gauss, “échelonnage” en e.r.l (voir chapitre précédent). Supposons
donc qu’on a obtenu la solution Ȳ = ȳ1, ȳ2, ..., ȳn en fonction des seconds membres,
c’est-à-dire :

ȳ1 = α11b1 + α12b2 + ...+ α1nbn
...

...
ȳn = αn1b1 + α12b2 + ...+ αnnbn

⇔ Ȳ = A−1b

donc

A−1 =


α11 α12 ... α1n

α21 ... ... ...
... ... ... ...

αn1 ... ... αnn


Exemple 2.3.

Soit A =

 1 2 1
1 2 2
4 3 5


On vérifie que A est inversible : detA 6= 0. Ensuite on résoud le système sui-

vant :AY = b où b = (b1, b2, b3)T ∈ K3 est supposé connu. Autrement dit, on cherche
Ȳ = (x, y, z)T tel qu’il soit solution de : 1 2 1

1 2 2
4 3 5

 x
y
z

 =

 b1
b2
b3

⇔
 x+ 2y + z = b1 (L1)

x+ 2y + 2z = b2 (L2)
4x+ 3y + 5z = b3 (L3)

 (S1)

Pour les transformations suivantes sur les lignes (Pivot de Gauss) (ou échelonnage) :{
L′2 = L2 − L1

L′3 = L3 − 4L1
et

L2” = L′3
L3” = L′2

⇒

 x+ 2y + z = b1
−5y + z = b3 − 4b1
z = b2 − b1

 (S2)

Le système S2 est déjà sous forme triangulaire et la solution de S2 (et de S1) est
obtenue facilement :

Ȳ ≡



x =
4

5
b1 −

7

5
b2 +

2

5
b3

y =
3

5
b1 +

1

5
b2 −

1

5
b3

z = −b1 + b2


donc comme Ȳ = A−1b, on a

A−1 =



4

5
−7

5

2

5

3

5

1

5
−1

5

−1 1 0


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3 La trace d’une matrice
ou de l’endomorphisme associé

Définition 2.4.
On appelle trace d’une matrice A ∈Mn(K), (avec A = {aij} i ∈ X

j ∈ X
, l’appli-

cation de :
Mn(K)→ R
A 7→ Tr[A]

, qui à toute matrice A associe le scalaire, qui est égal à la

somme de tous les éléments diagonaux aii de A :

Tr[A] =
∑
i∈X

aii

Remarque 2.4.
A partir de cette définition on démontre facilement les propriétés de “commutativité

des matrices à l’intérieur d’une trace et de l’additivité des traces :

Théorème 2.7. Soit A ∈Mn(K) et B ∈Mn(K) deux matrices carrées

i) Tr[AB] = Tr[BA]

ii) Tr[A+B] = Tr[A] + Tr[B]

En utilisant la propriété i) de ce théorème, on obtient :

Théorème 2.8. [L’invariance par similitude de la trace]
Soit A ∈Mn(K) et B ∈Mn(K) deux matrices semblables (B = P−1AP )

⇒ Tr[A] = Tr[B]

Exemple 2.4.
Soit

A =

 2 0 4
3 −4 12
1 −2 5

 ∈Mn(K)

et

P =

 −4 −4 2
3 0 1
2 1 0

⇒ P−1 =

 −1/2 1 −2
1 −2 5

3/2 −2 6


On définit B = P−1AP et on obtient :

B =

 0 0 0
0 1 0
0 0 2

⇒ Tr[B] = 1 + 2 = 3

On a : Tr[A] = 2− 4 + 5 = 3. Donc Tr[A] = Tr[B] le théorème est vérifié.



Support du cours donné par Marietta Manolessou 21

Remarque 2.5.
L’invariance pour similitude de la trace d’une matrice A ∈Mn(K) permet d’asso-

cier à tout endomorphisme f ∈ LK(E) un unique scalaire la trace de f qui est précisé-
ment la trace de toute représentation matricielle A de f :

Tr[f ] = Tr[A]

4 Le polynôme caractéristique d’un endomorphisme (ou de sa ma-
trice associée)

PA(x) ou Pf (x)

Soit A ∈Mn(K)

Définition 2.5.
On considère la matrice (xIn −A), x ∈ K.
On appelle polynôme caractéristique de A le déterminant de cette matrice et on

note :
det[xIn −A] ≡ PA(x) (2.1.1)

D’après la propriété d’invariance par similitude d’un déterminant, on obtient im-
médiatement :

Théorème 2.9.
Soit A et B deux matrices semblables dansMn(K)
⇒

PA(x) = PB(x)

(invariance par similitude du polynôme caractéristique)

Remarque 2.6.
L’invariance par similitude permet à nouveau d’associer à chaque endomorphisme

f un unique polynôme qui s’appelle polynôme caractéristique de f ∈ LK(E) et qui
est égal à PA(x) de toute représentation matricielle de f c’est-à-dire : PA(x) = Pf (x)

Remarque 2.7.
Toutes les propriétés présentées précédemment à propos des déterminants sont évi-

demment vérifiées par le polynôme caractéristique.
De plus, si A = {aij} i∈X

j∈X
∈Mn(K), on obtient en développant (2.1.1)

PA(x) = (x− a11)(x− a22)...(x− ann)+ (termes avec plus de (n− 2) facteurs
de la forme (x− aii))

ou
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PA(x) = xn − (a11 + a22) + ...+ ann)xn−1 + . . . (termes de degré inférieur)

Donc le polynôme caractéristique est un polynôme normalisé (unitaire) et
le coefficient du terme xn−1 est égal à (−1)Tr[A].
Le terme constant (x0) est obtenu par PA(x = 0).
Donc d’après la définition (2.1.1), α0 = (−1)n|A|.

Rappelons pour terminer le théorème fondamental et quelques-unes de ses applica-
tions (voir les valeurs propres et la diagonalisation) qui sont parmi les plus importantes
de l’Algèbre linéaire.

Théorème 2.10. de Cayley-Hamilton
Toute matrice (ou tout endomorphisme) est une racine de son polynôme caractéris-

tique :

PA(A) = [0] ou Pf (f) = [0]

(Attention ! la matrice [0] ∈Mn(K))

Exemple 2.5.
Soit

A =

(
1 2
3 2

)
⇒

PA(x) = |xI2 −A| =
∣∣∣∣ x− 1 2

3 x− 2

∣∣∣∣ = (x− 1)(x− 2)− 6 = x2 − 3x− 4

et

A2 − 3A− 4I2 =

(
7 6
9 10

)
− 3

(
1 2
3 2

)
− 4

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
Donc le théorème 2.10 de Cayley-Hamilton est vérifié.

5 Polynôme minimal d’un endomorphisme

(ou de sa matrice associée)
Définition 2.6.

On appelle polynôme minimal d’une matriceA ∈Mn(K) le polynôme noté mA(x)
unitaire (normalisé), de plus bas degré parmi tous les polynômesP (x) tels queP [A] = [0]
(c’est-à-dire A est racine de son polynôme minimal).
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Théorème 2.11.

i) ∀A ∈Mn(K) le polynôme minimal mA(x) existe et il est unique.

ii) le polynôme minimal mA(x), ∀A ∈Mn(K) divise tous les polynômes P 6= 0 tel
que P [A] = 0. En particulier, il divise le polynôme caractéristique PA(x).

iii) ∀A ∈Mn(K) , la polynôme minimal mA(x) et le polynôme caractéristique ont
les mêmes facteurs irréductibles.

Exemple 2.6. Soit

A =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 5

 .

On a :

PA[x] = det[I4x−A] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 2 −1 0 0

0 x− 2 0 0
0 0 x− 2 0
0 0 0 x− 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
Et d’après le théorème , on a directement : (x− 2)3(x− 5).
Les diviseurs de PA(x) sont : m1(x) = (x− 2)(x− 5)

m2(x) = (x− 2)2(x− 5)
m1(x) = (x− 2)3(x− 5)

On vérifie que  m1(A) 6= 0
m2(A) = 0
m3(A) = 0

Donc comme m3(A) = PA[x]⇒ Le polynôme minimal mA(x) = m2(x)

Exemple 2.7.
Soit A une matrice 3× 3 sur le corps R et soit le polynôme P (x) = x2 + 1.
On montre que : A ne peut pas être racine de P (x).
D’après le théorème 2.10 de Cayley-Hamilton, A est un zéro de PA(x) et PA(x)

est de degré 3.
Donc il a au moins une racine réelle.
Si on suppose que A est une racine de P (x), comme ce dernier est irréductible sur

R, il doit être le polynôme minimal : P (x) = mA(x) de A.
Mais P (x) n’a pas de racine réelle.
D’où contradiction avec la partie iii) du théorème précédent 2.11.

Conclusion : A n’est pas un zéro de P (x)
Au contraire, on peut vérifier que la matrice Ã ci-dessous, définie sur le corps des

complexes, est un zéro du polynôme P (x) = x2 + 1 :

Ã =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 i

 ∈M3(C)
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et

P (Ã) = Ã2 + I3 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0



Théorème 2.12 (Invariance par similitude du polynôme minimal mA(x)).
Pour tout couple A, B de matrices carrées semblables, on a : mA(x) = mB(x).

Remarque 2.8.
L’invariance par similitude du polynôme minimal de A ∈Mn(K) permet d’asso-

cier à tout endomorphisme f ∈ LK(E) un unique polynôme minimal mf (x) qui est le
polynôme minimalmA(x) de toute représentation matricielleA de f et qu’on appellera
polynôme minimal de l’endomorphisme f .

2 Valeurs propres - Vecteurs propres

1 Valeurs propres- Vecteurs propres
Dans tout ce qui suit, on supposera que E est un espace vectoriel de dimension

finie sur K. On notera par f tout endomorphisme f ∈ LK(E) (ou opérateur linéaire
de E) et par Af la matrice carrée dansMn(K) associée à f .

K sera toujours un corps commutatif.

Définition 2.7.
On dit que F sous-espace vectoriel de E est un sous-espace f -invariant de E si :
∀v ∈ F f(v) ∈ F .
Autrement dit : f(F ) ⊂ F .
On dit aussi que F est un sous-espace stable par f .

Définition 2.8.
On appelle valeur propre λ de f (et respectivement de Af ) tout scalaire λ ∈ K tel

qu’il existe un vecteur non nul x ∈ E pour lequel : f(x) = λx.
Le vecteur x qui se transforme par f de cette façon “homothétique” est appelé

vecteur propre de f associé à la valeur propre λ.
Le spectre de f : Sp(f) ⊂ K est l’ensemble des valeurs propres de f .

Remarque 2.9.

a) Dans la littérature, on rencontre souvent les valeurs ou vecteurs propres sous le
nom de valeurs ou vecteurs caractéristiques.

b) Le vecteur {0} ∈ E est un vecteur propre ∀f ∈ LK(E) puisque :

f(0) = λ.0 = 0 ∀λ ∈ K
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c) Les deux définitions précédentes sont valables même si dimKR =∞

d) Si λ = 0 est valeur propre de f alors :
∃x ∈ E x 6= 0 tel que f(x) = 0

Donc : Kerf 6= {0}

2 Sous-espace propre
Résultat fondamental :

Théorème 2.13.
Soit f ∈ LK(E), alors :

i) Pour tout vecteur propre x de f , il existe une valeur propre unique (associée au
vecteur propre x).

ii) A toute valeur propre λ de f correspond un sous-espace V (λ) de E engendré par
tous les vecteurs propres associés à λ.
V (λ) est appelé sous-espace propre associé à λ.
C’est un sous-espace f -invariant de E et il est distinct de {0}.

iii) Si λ1, λ2 sont deux valeurs propres distinctes de f avec λ1 6= λ2, les sous-espaces
vectoriels V (λ1) , V (λ2) associés n’ont en commun que le vecteur nul de E :

V (λ1) ∩ V (λ2) = {0E}.

iv) Si f admetm valeurs propres distinctes (deux à deux) {λi}i=1,...,m alors la famille
{xi}i=1,...,m de vecteurs propres associés est libre, et⋃

i

V (λi) = ⊕iV (λi)

⇔ La somme des sous-espaces propres est une somme directe.

v) Si dimKE = n alors tout f ∈ LK(E) a au plus n valeurs propres distinctes.

Remarque 2.10.

a) Soit f ∈ LK(E).
Si V (µ) est l’ensemble des vecteurs x ∈ E tel que f(x) = µx alors la condition
V (µ) = {0} implique que µ n’est pas une valeur propre de f .

b) Si λ est valeur propre de f ∈ LK(E),
on montre facilement que λk est valeur propre de fk ∀k ∈ N.
Si de plus, f est inversible, λk est valeur propre de fk ∀k ∈ Q.

c) Les résultats i), ii), iii) et iv) du théorème précédent (2.13) sont également vérifiés
dans le cas plus général où dimKE =∞.

Exemple 2.1.

a) SoitE = R2 et f ∈ LR(R2) l’opérateur linéaire qui fait subir à tout vecteur u ∈ R2

une rotation d’un angle θ = 90◦. On vérifie immédiatement qu’aucun vecteur
non nul n’est transformé en un multiple de lui-même. Donc f n’a aucune valeur
propre, donc aussi aucun vecteur propre.
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b) Soit E l’espace vectoriel des fonctions définies et différentiables sur R, et soit la
famille de fonctions :

F =
{
ea1t, ea2t, ..., eant

}
⊂ E

où ai ∈ R∗ ∀i = 1, ..., n. Si D est l’opérateur différentiel surE, (D ∈ LR(E)),
on voit que :

D(eakt) = ake
akt ∀k = 1, ..., n.

Donc F constitue un ensemble de :
vecteurs propres de D associés aux valeurs propres distinctes a1, ..., an de D,
qui de plus sont linéairement indépendants ; autrement dit, les propriétés i) et iv)
du théorème précédent sont vérifiées.

3 Le rôle du polynôme caractéristique
Définition 2.9.

On appelle multiplicité géométrique d’une valeur propre λ ∈ SP (f), la dimension
du sous-espace prore V (λ) associé.

Le rôle essentiel du polynôme caractéristique Pf pour la détermination des valeurs
propres de f est donné par le théorème suivant.

Théorème 2.14.
Soit f ∈ LK(E) et dimKE = n

i) Les valeurs propres de f sont les racines de son polynôme caractéristique Pf (x)

Si K est algébriquement clos alors f possède n valeurs propres distinctes ou
confondues.

ii) Soit λ une racine multiple de Pf (x) d’ordre k (appelé aussi multiplicité algé-
brique) alors :

1 ≤ dimV (λ) ≤ k

Autrement dit : la multiplicité géométrique d’une valeur propre λ n’est pas supé-
rieure à sa multiplicité algébrique.

Tenant compte de l’isomorphisme établi entreMn(K) et LK(E), on parlera d’une
manière équivalente des valeurs propres λ(A) (ou du spectre SP (A) de la matrice Af
et de ses vecteurs propres associés. Les résultats précédents se résument sous forme
d’un théorème d’équivalence comme ci-dessous :

Théorème 2.15.
Soit A ∈Mn(K).
Pour tout λ ∈ K, il y a équivalence entre les propriétés 1, 2 et 3 :

1) λ est valeur propre de A.

2) λIn −A n’est pas une matrice inversible .
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3) det(λIn −A) = 0 = PA(λ)

Voici deux propriétés (faciles à montrer) très intéressantes établissant une relation
entre la trace ou le déterminant d’une matrice A ∈Mn(K) et ses valeurs propres.

Théorème 2.16.
A ∈Mn(K) et soit {λ1(A)...λ1(A)} = SPA

(le spectre de A) alors :

i) TrA =

n∑
i=1

λi(A)

ii) detA =

n∏
i=1

λi(A)

3 Diagonalisation d’un endomorphisme
ou de sa matrice associée.

1 Diagonalisation
Remarque 2.11.

La réduction d’un endomorphisme f ou de sa matrice associée Af constitue
l’objectif principal de ce cours. Il s’agit de résultats d’études réalisées par des mathé-
maticiens éminents du 19me et 20me siècle. Ces études ont comme but de trouver la
représentation matricielle Af la plus simple grâce aux possibilités fournies par les
transformations de similitude ou changement de base, dans un espace vectoriel E.

La forme simple de Af facilitera par la suite ses applications (voir Analyse Numé-
rique - Recherche opérationnelle etc.) et l’étude approfondie de ses propriétés .

La forme la plus simple d’une matrice étant la diagonale, on s’intéressera d’abord
à l’étude des conditions de diagonalisabilité d’un endomorphisme ou de sa matrice
associée. Les possibilités de réduction des matrices (ou des endomorphismes) non dia-
gonalisables sous d’autres formes fera l’objet du prochain cours.

Définition 2.10.
On dit que f ∈ LK(E) (resp.Af ∈Mn(K) est diagonalisable, s’il existe une base

deE telle que la matrice associée Ãf soit diagonale. (resp. il existe une matrice carrée
P ∈Mn(K) inversible telle que Ãf = P−1AfP -la matrice semblable - soit diago-
nale.)

On donne deux formes différentes de condition nécessaire et suffisante de diagona-
lisation, qu’on pourra choisir chaque fois suivant l’aspect du problème présenté.

Théorème 2.17.
Soit f ∈ LK(E) (resp. Af ∈MK(n) dimKE = n alors f (resp. Af ) est diagonali-

sable ssi il existe une base de E formée de vecteurs propres de f (resp. de Af ).
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Théorème 2.18.
Soit f ∈ LK(E) (resp. Af ∈MK(n)) et dimKE = n alors f (resp. Af ) est diago-

nalisable ssi les conditions suivantes sont satisfaites :

c.1) Le polynôme caractéristique Pf (resp. PA) a ses racines (distinctes ou confon-
dues) dans K

c.2) Pour toute racine λi de Pf (resp. de PA) d’ordre ki :
dimv(λi) = ki ⇒ la multiplicité géométrique de λi égale sa multiplicité algé-
brique.

Une condition suffisante de diagonalisabilité, et utile pour les applications, est don-
née par le théorème suivant :

Théorème 2.19.
Soit f ∈ LK(E) (resp. Af ∈MK(n)) et dimKE = n alors :

i) f (resp. Af ) est diagonalisable si ses n valeurs propres sont toutes distinctes deux
à deux.

ii) Si K est algébriquement clos alors f (resp. Af ) est diagonalisable, si toutes les
racines du polynôme caractéristique Pf (resp. PA) sont simples. est scindé en
facteurs irréductibles linéaires.

Remarque 2.12.
Dans le cas où les conditions des théorèmes précédents sont vérifiés, la matrice

diagonale Ãf = P−1AfP a comme éléments diagonaux les valeurs propres de f
(resp. de Af ). La matrice de passage P (ou matrice de transformation de similitude ou
matrice de changement de base) est la matrice dont les colonnes sont les n vecteurs
propres linéairement indépendants de f (resp. de Af ).

2 Exemples-Applications
Exemple 2.8 (Vérification du théorème 2.19).

Soit f ∈ LR(R3) tel que Af a la forme suivante (dans la base canonique de R3

Af =

 2 0 4
3 −4 12
1 −2 5

 ∈M3(R)

On étudie la diagonalisabilité de f (ou de Af , dont on déterminera d’abord les
valeurs propres et les vecteurs propres.

On obtient :

a) Pour les valeurs propres

Pf = PA =

∣∣∣∣∣∣
x− 2 0 4

3 x+ 4 12
1 −2 x− 5

∣∣∣∣∣∣
Pf = (2−x)(4+x)(5−x)−24−4(4+x)−24(2−x)⇒ Pf = x(x−1)(x−2)
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On a trois racines, donc trois valeurs propres qui appartiennent à R : λ1 = 0
λ2 = 1
λ3 = 2

et par le théorème précédent on peut affirmer que f est diagonalisable.

b) Pour les vecteurs propres : On cherche les coordonnées du vecteur ~ri = (ui, vi, wi)
vérifiant : Af~ri = λi

b.1) Pour λ1 = 0, on obtient le système :

Af~r1 = ~0⇔

 2u1 + 4w1 = 0
3u1 − 4v1 + 12w1 = 0
u1 − 2v1 + 5w1 = 0


⇒ u1
−4

=
w1

2
=
v1
3
⇒ dimV (λ1) = 1

b.2) Pour λ2 = 1, on obtient le système :

Af~r2 = ~r2 ⇔

 2u2 + 4w2 = u2
3u2 − 4v2 + 12w2 = v2
u2 − 2v2 + 5w2 = w2


⇒ u2 = −4w2

v2 = 0
⇒ dimV (λ2) = 1

et finalement

b.3) Pour λ2 = 3, on obtient le système :

Af~r3 = 2~r3 ⇔

 2u3 + 4w3 = 2u3
3u3 − 4v3 + 12w3 = 2v3
u3 − 2v3 + 5w3 = 2w3


⇒ w3 = 0

u3 = 2v3
⇒ dimV (λ3) = 1

D’après (b.1), (b.2) et (b.3), on peut choisir une base de R3 fermée des vecteurs
propres de Af (et de f :

~r1 =

 −4
3
2

 ~r2 =

 −4
0
1

 ~r3 =

 2
1
0



c) On définit la matrice de passage :P =

 −4 −4 2
3 0 1
2 1 0


Avec une des méthodes connues, on calcule l’inverse P−1.

On obtient P−1 =
1

2

 −1 2 −4
2 −4 10
3 −4 12

.
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Ensuite, on vérifie que la matrice semblable :

Ãf = P−1AfP =

 0 0 0
0 1 0
0 0 2


Donc effectivement Ãf est une matrice diagonale ayant comme éléments diago-
naux les trois valeurs propres.
Le théorème est vérifié.

Exemple 2.9.

Soit la matrice A =

 −4 0 −2
0 1 0
5 1 3

 ∈M3(R)

On obtient avec la même méthode que précédemment : PA(x) = (x− 1)2(x+ 2).
On trouve que dimV (1) = 1 et dimV (−2) = 1.
Donc dimV (1) < k1
⇒ D’après le théorème A n’est pas diagonalisable dansM3(R)

Exemple 2.10.
On étudie la diagonalisabilité :

a) dans M3(R)

b) dansM3(C)

de la matrice

A =

 3 0 0
0 2 −5
0 1 −2


Par la même méthode on obtient : PA(x) = (x− 3)(x2 + 1)
Donc pour :

a) A ∈M3(R)

λ1 = 3 : c’est la seule valeur propre de A dansM3(R)

Donc A n’est pas diagonalisable dansM3(R).

b) A ∈M3(C) (A matrice dans le corps des complexes)
alors : λ1 = 3 λ2 = j λ3 = −j
Donc A est diagonalisable dansM3(C).

Exemple 2.11.
Etudions la diagonalisabilité d’une matrice triangulaire A ∈Mn(K)

A =


a11 a12 ... ... a1n

0 a22 ... ... a2n
... ... ... ... ...
0 0 ... 0 ann


Puisque A est triangulaire et xIn diagonale, la matrice xIn −A est aussi triangu-

laire ayant comme éléments diagonaux aii :
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xIn −A =


x− a11 a12 ... ... a1n

0 x− a22 ... ... a2n
... ... ... ... ...
0 0 ... 0 ann


Donc :

PA(x) = det |xIn −A| = (x− a11)(x− a22)...(x− ann)

⇒ Condition suffisante de diagonalisabilité de A :

aii ∈ K et aii 6= ajj i 6= j

Par exemple, la matrice triangulaire :

A =


2 6 0 3
0 4 1 5
0 0 j 530j
0 0 0 7


est diagonalisable dansM4(C) mais elle n’est pas diagonalisable dansM4(R).
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Chapitre 3

Formes canoniques
d’une matrice
ou d’un endomorphisme

Dans ce chapitre on continue la réduction des endomorphismes et de leurs matrices
associées. On s’intéressera aux endomorphismes (ou matrices) qui ne sont pas diago-
nalisables. On cherchera donc toutes les possibilités de simplification d’une représen-
tation matricielle en la réduisant à l’une des formes appelées canoniques (différentes
de la forme diagonale) suivantes :

– 1. Forme Triangulaire
– 2. Décomposition en sommes directes
– 3. Décompostion primaire
– 4. Réduction des endomorphismes nilpotents
– 5. Forme canonique de Jordan
– 6. Forme rationnelle canonique

On supposera toujours que :
a) K=Corps Commutatif
b) E=Espace Vectoriel sur K de dimension finie (dimKE = n)
c) f ∈ LK(E), et Af ∈Mn(K) matrice associée à f .

1 Forme Triangulaire

1 Forme Triangulaire simple

On a vu que l’échelonnage d’une matrice carrée, ou la méthode du pivot de Gauss
(v. chapitre précédent) constituent avec leurs transformations successives sur les lignes
(ou les colonnes) les algorithmes appropriés pour trouver la matrice de passage P de
la base initiale à la base où la forme matricielle est triangulaire.

Par ailleurs, au chapitre précédent, on avait constaté que, si on a une matrice trian-
gulaire A ∈ Mn(K) dont les éléments diagonaux sont les scalaires (a11, a22, ..., ann)
dans le corps K, alors le polynôme caractéristique PA(x) a la forme réduite (en facteurs
linéaires) suivante :

33
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PA(x) = (x− a11)(x− a22) . . . (x− ann) (3.1.1)

Le résultat qu’on présente est la réciproque de cette propriété, et donne une condi-
tion suffisante de triangulation.

Théorème 3.1. (Triangulation)
Soit f ∈ LK(E) (resp Af ∈MK(n)).
Si le polynôme caractéristique Pf (x) = PA(x) a toutes ses racines dans K
⇒ ∃ une base dans E (resp. une matrice de passage non sigulière P ) t.q. la

représentation matricielle de f , Ãf ∈MK(n) et matrice semblable deAf avec Ãf =
P−1AfP , soit triangulaire.

Les éléments diagonaux de Ãf sont les valeurs propres de f (resp. deAf ou de Ãf )

Remarque 3.1. Si PA(x) a toutes ses racines dans K, alors on écrira :

PA(x) = (x− a11)(x− a22) . . . (x− ann) (3.1.2)

alors f (resp. de Af ) sera diagonalisable si aii 6= ajj , et on retrouve le résultat du
théorème 2.19 du chapitre précédent.

2 Forme triangulaire par blocs
Dans le chapitre précédent, on a vu la définition des sous-espaces f -invariants de

E pour tout f ∈ LK(E). Ces sous-espaces jouent un rôle essentiel pour la réduction
de f (ou Af , sous forme matricielle triangulaire ou diagonale par blocs.

On présente d’abord la triangulation par blocs fournie par le théorème ci-dessous et
ensuite dans le paragraphe suivant, on considérera le cas plus important de la décom-
position ou diagonalisation en sommes directes invariantes.

Théorème 3.2. Soient : f ∈ LK(E) (Af ∈ Mn(K)), W sous-espace f -invariant de
E et fW la restriction de f à W (resp. AfW ).

Alors f admet une représentation matricielle Ãf triangulaire par blocs de la forme :

Ãf =

(
AfW B

0 C

)
(3.1.3)

Remarque 3.2. Soit f ∈ LK(E) et W = Ker f(E) 6= {0} alors ;

∀x ∈W : f(x) = {0} ∈W

donc f(W ) ⊂W
⇔Ker f est un sous-espace f -invariant
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Exercice (facile) :
Montrer que : {0}, E, Imf , et Ker[P (f)] (pour un polynôme quelconque P (x)

sur K), sont des sous-espaces f -invariants de E.
En utilisant le théorème précédent pour W = Kerf on pourra écrire :

Ãf =

(
0 B
0 C

)
(3.1.4)

avec
rgC = rgf (3.1.5)

2 Décomposition en somme directe
Etudions maintenant le cas où l’espace vectoriel E sur K, peut être décomposé en

somme directe de sous-espaces invariants pour un f ∈ LK(E). La condition nécessaire
et suffisante d’une telle décomposition de E est donnée par le théorème suivant :

1 Somme directe de sous-espaces invariants

Théorème 3.3. Soient : E espace vectoriel sur K, f ∈ LK(E), {Wi}i=1,...,r une
famille de sous-espaces f -invariants de E, et B =

{
{Wi1 , . . . ,Win}i=1,...,r

}
l’en-

semble des bases correspondantes de{Wi}i=1,...,r, alors
E = ⊕iWi ssi B est une base pour E.

Supposons que les conditions ci-dessus sont vérifiées pour E :
E = W1⊕W2⊕ . . .Wr avec f(Wi) ⊂Wi et soit fi la restriction de f à Wi alors,

on dit que :
– E est décomposable en somme directe de sous-espaces f -invariants
– f est décomposable en somme directe de fi : f = ⊕

i
fi

et on a le résultat important de diagonalisation par blocs de Af

2 Décomposition en “somme directe de matrices - blocs”
Théorème 3.4.

Soit f ∈ LK(E) (Af ∈Mn(K)).
Supposons queE est décomposable en somme directe de sous-espaces f -invariants :

E =
r
⊕
i=1

Wi et ∀ i = 1, . . . , r soit fi la restriction de f sur Wi .

⇒ ∃ une base de E t.q. la représentation matricielle Ãf ait la forme diagonale par
blocs suivante :

Ãf =


Af1 0 . . . 0

0 Af2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Afr

 (3.2.6)
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où Afi matrice associée à fi

Remarque 3.3. Souvent on écrit : Ãf = ⊕ri=1Afi et on appelle Ãf la somme directe
des matrices Afi .

Exemple 3.1. (Application)
Soit f ∈ LK(E) et supposons que E = E1 ⊕ E2 avec f(E1) ⊂ E1, f(E2) ⊂ E2

et f = f1 ⊕ f2 (fi la restriction de f sur Ei, i = 1, 2). Alors on peut montrer que le
polynôme caractéristique de f se factorise en produit :

Pf = Pf1Pf2 (où Pfi est le polynôme caractéristique de fi).
En effet, par application du théorème 3.4, on a la possibilité d’avoir comme repré-

sentation matricielle de f une forme diagonale par blocs :

Af =

(
Af1 0

0 Af2

)
donc,

Pf = PAf
=

∣∣∣∣xIE1
−Af1 0
0 xIE2

−Af2

∣∣∣∣
et par application de la propriété des déterminants des matrices en blocs :

det

(
A 0
0 B

)
= det(A)det(B)

On obtient
Pf = det[xIE1 −Af1 ]det[xIE2 −Af2 ] = Pf1 .Pf2

c.q.f.d.

3 Décomposition primaire
Il s’agit d’une conséquence du théorème 3.4 ( Théorème de la décomposition en

somme directe) et de la propriété de f -invariance du KerP (f) pour un polynôme
quelconque P sur K . Présentons d’abord un résultat utile pour l’énoncé fondamental
de la décomposition primaire.

Proposition 3.1. Soit f ∈ LK(E) et soit P (x) un polynôme t.q.

P (x) = P1(x)P2(x), P (f) = 0

avec P1 et P2 polynômes premiers entre eux, alors :
– i) E = E1 ⊕ E2 avec E1, E2 sous-espaces f -invariants et

E1 = KerP1(f), E2 = KerP2(f)
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– ii) Si P = mf (polynôme minimal de f ) et si P1, P2 sont normalisés

⇒ P1 = mf1 , P2 = mf2 .

Autrement dit : P1, P2 sont les polynômes minimaux des restrictions f1 et f2 de f
sur E1 et E2 respectivement

⇔ mf = mf1mf2

Comme généralisation de ce théorème, on obtient le théorème de la décomposition
primaire :

Théorème 3.5. (de la décomposition primaire)
Soit f ∈ LK(E) avec :

mf (t) = P1(t)n1P2(t)n2 . . . Pr(t)
nr

où les Pi(t) sont les polynômes normalisés irréductibles distincts, alors :
– i) E = ⊕Wi avec Wi sous-espace invariant de E défini par :

Wi = KerPi(f)ni ∀ i = 1, . . . , r

– ii) Pi(f)ni est le polynôme minimal de la restriction fi de f à Wi

⇔ mfi(t) = Pi(t)
ni

Conclusion
D’après le théorème 3.4 et le théorème 4.1 du chapitre précédent, la représentation

matricielle Af de f se réduit à une forme diagonale en blocs :

Af =


Af1 0 0 0

0 Af2 0 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . Afr


où Afi est la matrice associée à la restriction fi de f sur chaque sous-espace f -

invariant Wi défini ∀ i = 1, 2 . . . r par :

Wi = KerPi(f)ni

Avec le corollaire suivant on trouve une autre forme de la diagonalisabilité d’un en-
domorphisme f (ou Af ).On obtient ce résultat par le théorème 3.3 en posant degPi =
1 ∀i et ni = 1.

Corollaire 3.1. Soient

f ∈ LK(E) (Af ∈Mn(K))

⇒
f (ou Af ) est diagonalisable ssi son polynôme minimal mf est un produit de poly-

nômes linéaires distincts.
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Exemple 3.2. Soit Af 6= I et telle que A3
f = I .

On étudie la diagonalisabilité de Af On a :

A3
f − I = 0

donc Af est une racine du polynôme suivant :

P (t) = t3 − 1 = (t− 1)(t2 + t+ 1)

Donc le polynôme minimal mf doit être de la forme :
m

(a)
f (t) = t2 + t+ 1 ou m

(b)
f (t) = t3 − 1

(Il est impossible d’avoir m(c)
f (t) = t− 1 car par hypothèse A 6= I)

– a) Dans R aucun de ces polynômes n’est linéaire⇒ Af n’est pas diagonalisable.
– b) Dans C chacun de ces polynômes est produit de polynômes linéaires
⇒ Af est diagonalisable sur C.

4 Réduction des endomorphismes nilpotents

1 Endomorphisme nilpotent
Définition 3.1.

Soit f ∈ LK(E) (resp. Af ∈Mn(K)).
– a) On dit que f est un endomorphisme nilpotent (resp. Af matrice nilpotente) si
fn = 0 pour un n donné entier positif.

– b) L’entier k ≥ 1 est appelé indice de nilpotence de f (ou de Af ) endomor-
phisme nilpotent, si il est le plus petit des entiers tel que fk = 0 et fk−1 6= 0.

D’après la définition précédente λ = 0 est la seule valeur propre d’un endomor-
phisme nilpotent ; on en déduit que le polynôme minimal mf (t) (resp. mAf

(t)) a la
forme :

mf (t) = tk = mAf
(t)

Comme conséquence immédiate on a le :

Théorème 3.6. Soit f ∈ LK(E) endomorphisme nilpotent d’indice k
⇒ il existe une représentation matricielle Ãf canonique sous forme matricielle

diagonale en blocs :

Ãf =


N1 0 . . . 0
0 N2 . . . 0
...

...
. . . 0

0 0 . . . Nr

 avec Ni =


0 1 0 . . . 0

0 0 1
. . . 0

...
...

. . .
. . . 0

0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 0

 (3.4.7)
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– Les éléments matrices carrées Ni d’ordre ri ont tous leurs éléments zéro, sauf
ceux qui sont au-dessus de la diagonale principale et qui sont égaux à 1.

– Il existe au moins une matrice Ni d’ordre k, les autres sont d’ordre ≤ k.
– Le nombre des matrices Ni dépend uniquement de l’endomorphisme f .
– Ce nombre total égale précisément la nullité (dimension du noyau) de f :

Card{Ni} = dimKerf

Remarquons que :
– a) Chacune des matrices Ni est une matrice nilpotente ayant commme indice de

nilpotence son ordre ri.
– b) La matrice nilpotente d’ordre 1 est la matrice 1× 1 qui est [O(1)]

.

Exemple 3.3.
– a) Soit f ∈ LR(R5) t.q.

Af =


0 1 1 0 1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 on a A2
f =


0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 et A3
f = [O(5)]

donc f (ou Af ) est un endomorphisme nilpotent d’indice k = 3 donc la repré-
sentation matricielle Ãf (semblable à Af ) en bloc-diagonale contient au moins
un bloc N1 d’ordre 3 et aucun d’ordre supérieur à 3.
De plus, rgAf = 2⇒ dimKerAf = 5− 2 = 3

Ãf =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


Donc au total, on a 3 blocs diagonaux :
1 d’ordre 3 et deux d’ordre 1 qui sont les matrices nilpotentes [O(1)].

– b) Soit f ∈ LR(R5) t.q.

Bf =


0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


on a B2f = [O(5)]
⇒ f (ou Bf ) est nilpotent ayant comme indice de nilpotence k = 2
De plus,

rgBf = 1⇒ dimKerBf = 5− 1 = 4
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B̃f =


0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


Il en résulte qu’on peut avoir une matrice B̃f (semblable à Bf ) diagonale en blocs
d’un nombre égal à 4 dont un est d’ordre 2 et les 3 autres sont d’ordre 1, c’est à
dire [O(1)].

5 Forme canonique de Jordan

1 Factorisation du polyn.caractéristique et minimal

La forme canonique en blocs diagonale de Jordan est réalisable chaque fois qu’on
peut écrire les polynômes, minimal mf et caractéristique Pf d’un endomorphisme
f ∈ LK(E) sous forme de produits en facteurs linéaires. Plus précisément :

Théorème 3.7.
Soit f ∈ LK(E) (resp. Af ∈ Mn(K)) t.q. les polynômes caractéristique et mini-

mal associés ont la forme :

Pf (t) =

r∏
i=1

(t− λi)ni (3.5.8)

et

mf (t) =

r∏
i=1

(t− λi)mi (3.5.9)

⇒ f admet (resp. Af est semblable à Ãf = P−1AfP ) une repr. matricielle Ãf
diagonale en blocs :

Ãf =



J1 0 0 0 . . . 0

0 J2
. . .

. . .
. . .

...

0
. . .

. . .
. . .

. . . 0

0
. . .

. . . Ji
. . . 0

...
. . .

. . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 0 0 Jn


Les blocs (matrices carrées) Ji ont la forme suivante :
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Ji =



λi 1 0 . . . 0

0 λi 1
. . . 0

0
. . .

. . .
. . . 0

0
. . .

. . .
. . . 1

0 0 0 0 λi


⇔ Ji = λiIñi

+Nñi

où Nñi matrice nilpotente d’ordre ñi.
Les blocs Ji vérifient les propriétés suivantes :
– i) Il y a au moins une matrice Ji d’ordre mi, toutes les autres Ji sont d’ordre
≤ mi.

– ii) La somme des ordres des Ji égale ni.
– iii) Le nombre des Ji est égale à l’ordre de multiplicité géométrique (dimV (λi))

des λi.
– iv) Le nombre des Ji de chaque ordre possible est uniquement déterminé par f .

Remarque 3.4. Si f ∈ LK(E) (Af ∈Mn(K)) est tel que ∀ i, ni = 1 (ou ∀ i mi =
1), alors on retrouve le corollaire de “diagonalisabilité” 3.1 car Ji = λi.

Exemple 3.4.
Soit f ∈ LK(E) t.q.

Pf (t) = (t− 2)4(t− 3)3

et
m(t) = (t− 2)2(t− 3)2

Alors, la représentation matricielle de f peut avoir deux formes canoniques de Jordan
possibles :

Ã(1)
f =



2 1 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0
0 0 2 1 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 3 1 0
0 0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 0 3


ou Ã(2)

f =



2 1 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 3 1 0
0 0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 0 3


La première forme Ã(1)

f est obtenue dans le cas où dimV (2) = 2. La deuxième
forme est obtenue dans le cas où dimV (2) = 3 (et dimV (3) = 2).

6 Forme rationnelle canonique

1
Définition 3.2. a) Soit f ∈ LK(E) et soit {PK(t)} l’ensemble de tous les polynômes de
K ; on appelle sous-espace f-cyclique de E engendré par le vecteur v ∈ E, l’ensemble
de vecteurs {PK(f)}(v). C’est un sous-espace f-invariant de E, et on le note : Z(v, f).
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On notera par fv la restriction de f à Z(v, f).
b) Soit : mv(t) = tk + ak−1t

k−1 + · · ·+ a1t+ a0
Le polynôme unique normalisé, de plus bas degré t.q. mv(f)(v) = 0. On appelera

f-annihilateur de v et Z(v, f).

Théorème 3.8.
Soit f ∈ LK(E), Z(v, f) le sous-espace f -cyclique invariant engendré par v ∈

E, fv la restriction de f à Z(v, f), alors si mv(t) est le f -annihilateur de v, on a :
i) L’ensemble Bv = {v, f(v), . . . , fk−1(v)} (où k = degré de mv(t)) est une base

de Z(v, f) dimK(Z(v, f)) = k.
ii) Le polynôme minimal de fv est mv(t)(t ∈ K)
iii) La représentation matricielle de fv dans la base Bv a la forme suivante :

C̃fv =


0 0 . . . 0 −a0
1 0 . . . 0 −a1

0 1
. . . 0 −a2

...
. . .

. . . 0
...

0 . . . 0 1 −ak−1

 C̃ ≡ matrice compagnon de mv(t)(d’ordre k)

La grande utilité de la réduction en forme canonique rationnelle, présentée par le
théorème suivant, vient du fait qu’on peut l’appliquer même dans les cas où le poly-
nôme minimal ne se factorise pas en polynômes linéaires.

Théorème 3.9. Forme rationnelle canonique
i) Soit f ∈ LK(E), et soit mf (t) =

(
P (t)

)n
t ∈ K (polynôme minimal de f) où

P (t) est un polynôme irréductible normalisé.

⇒ E =
r
⊕
i=1

Z(vi, f)

et les sous-espaces f -invariants cycliques Z(vi, f) ont comme annihilateurs les poly-
nômes :

{P (t)n1 , P (t)n2 , . . . , P (t)nr où n = n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nr}

qui sont uniquement déterminés par f . En plus, f admet une représentation matricielle
en blocs diagonale unique :

Ãf =

C̃f1 0 0

0
. . . 0

0 0 C̃fr


où les Cfi sont les matrices compagnons des polynômes [P (t)]ni .

ii) Soit f ∈ LK(E) ; si le polynôme minimal de f est :

mf (t) = [P1(t)]m1 [P2(t)]m2 . . . [Ps(t)]
mst ∈ K

où les Pi(t) sont des polynômes irréductibles distincts (normalisés)
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⇒ f admet une représentation matricielle unique en blocs diagonale de la forme :

Ãf =



C11 0 0 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0 0 0

0 0 C1r1 0 0 0 0

0 0 0
. . . 0 0 0

0 0 0 0 Cs1 0 0

0 0 0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 0 0 Csrs


Les Cij sont les matrices compagnons des polynômes P1(t)nij oùm1 = n11 ≥ n12 ≥ · · · ≥ n1r1

...
ms = ns1 ≥ ns2 ≥ · · · ≥ nsrs


∀ i, j, on appelle Pi(t)nij les diviseurs élémentaires de f .

Exemple 3.5. Soit f ∈ LR(R6) et soit mf (t) = (t2 − t + 3)(t − 2)2 son polynôme
minimal.

D’après le théorème précédent, si on écrit :

mf (t) = [P1(t)]m1 [P2(t)]m2avec
{
P1(t) = t2 − t+ 3

m1 = 1

}
et
{
P2(t) = (t− 2)

m2 = 2

}
⇒

Les diviseurs élémentaires de f ne peuvent être qu’une des suites de polynômes sui-
vants :

(a) :
{(
P1(t)

)1
,
(
P1(t)

)1
,
(
P2(t)

)2}
(b) :

{(
P1(t)

)1
,
(
P2(t)

)2
,
(
P2(t)

)2}
(c) :

{(
P1(t)

)1
,
(
P2(t)

)2
,
(
P2(t)

)
,
(
P2(t)

)}
avec les Cij matrices compagnons correspondantes :

t2 − t+ 3 =
(
P1(t)

)1 ⇒ C1 ≡ C[t2 − t+ 3] =

(
0 −3
1 1

)
t2 − 4t+ 4−

(
P2(t)

)2 ⇒ C2 ≡ C[t2 − 4t+ 4] =

(
0 −4
1 4

)
t− 2 =

(
P2(t)

)1 ⇒ C22 ≡ [t2] = (2)

Donc f admettra une représentation matricielle ayant une des trois formes suivantes
(diagonales en blocs) correspondantes :

(a) :


0 −3 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 −3 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 −4
0 0 0 0 1 4

 (b) :


0 −3 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 −4 0 0
0 0 1 4 0 0
0 0 0 0 0 −4
0 0 0 0 1 4

 (c) :


0 −3 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 −4 0 0
0 0 1 4 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2


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Chapitre 4

Formes Linéaires -
Formes Bilinéaires

1 Formes linéaires

1 Rappel de notations
– K= corps commutatif.
– E, F = espaces vectoriels sur K (dimKE = n ; dimK F = m) .
– LK(E,F ) = esp. vectoriel des applications linéaires
f : E → F (dimK LK(E,F ) = nm)

– MK(m,n) = Esp. vectoriel des matrices (de dimnm sur K) isomorphe àLK(E,F )
– LK(E) = esp. vectoriel des endomorphismes sur E (dimLK(E) = n2)
– Mn(K) = esp. vectoriel des matrices carrées de dimension n2 isomorphe à
LK(E).

2 Formes (ou fonctionnelles) linéaires
Définition 4.1.

On appelle forme linéaire ou fonctionnelle linéaire toute application linéaire
φ ∈ LK(E,K) définie sur E,

φ : E → K

.

Remarque 4.1. Les propriétés de linéarité qui caractérisent les applications linéaires
de LK(E,F ) sont par conséquent vraies pour tout φ ∈ LK(E,K) (où simplement
F = K) :

∀(x, y) ∈ E2, ∀ λ ∈ K, φ(x+ y) = φ(x) + φ(y)
φ(λx) = λφ(x)

3 Dualité
L’espace vectoriel de toutes les formes linéaires sur E est un espace particulière-

ment intéressant et on l’appelle le dual de E noté E∗ :

45
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Définition 4.2.
a) Le dual de E est E∗ =LK(E,K) ; c’est un espace vectoriel sur K et

dimKE
∗ = dimK LK(E,K) = n× 1 = dimKE.

b) Le bidual de E est : E∗∗ = LK(E∗,K) , c’est-à-dire :

y ∈ E∗∗ ⇔ y : LK(E,K)→ K

Remarque 4.2.
a) On vérifie que E∗∗ et E sont isomorphes. Par la suite, on identifiera le bidual

de E avec E lui même : E∗∗ ≡ E
b) Dans diverses références on utilise souvent la notation x∗ (ou y∗) pour un élé-

ment de E sans qu’il y ait une relation quelconque avec le vecteur x ∈ E (ou
y ∈ E) et la forme linéaire x∗ (ou y∗).

Exemple 4.1.

a) Soit {a1, · · · , an} une base de Kn. Toute combinaison linéaire : φ(x) =
n∑
i=1

ai xi

qui exprime le vecteur x ∈ Kn en terme des vecteurs de la base Kn est une fonc-
tionnelle (ou forme) linéaire ; historiquement, c’est la première forme à laquelle
on a attribué le nom de la forme linéaire.

b) Soit {ai} une base de E et x ∈ E : x =
n∑
i=1

α(i)ai : alors l’application

φ(i) :
E → K

x 7→ φ(i)(x) = α(i)

(où α(i) est la (i)ème coordonnée de x ∈ E par rapport à la base {ai}) est une
fonctionnelle linéaire sur E, autrement dit φ(i) ∈ E∗ (φ(i) appartient donc à
l’espace dual LK(E,K) de E).
Cette forme linéaire est appelée souvent : la (i)ème projection de E sur l’axe
ai et on note

φ(i) ≡ π(i).

c) Soit E = C[0, 1] l’espace vectoriel des fonctions numériques continues y(t)
sur [0,1]. Alors l’application :

φ : C[0, 1]→ R
avec y 7→

∫ 1

0
y(t)dt ≡ φ(y)

est une forme linéaire sur C[0, 1].
d) Soit {aij} i=1,··· ,n

j=1,··· ,n

= A ∈Mn(K) une matrice carrée, alors la trace

Tr[A] =

n∑
i=1

aii

est l’image de A par une fonctionnelle linéaire,
T r :Mn(K)→ K
Autrement dit, la trace d’une matrice carrée est un élément du dualM∗n(K)
de l’espace vectoriel des matrices carrées.
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Remarque 4.3. Représentation matricielle d’une φ ∈ E∗
D’après le théorème général de l’isomorphisme (v. cours n0 1 ) :

LK(E,F ) ∼MK(n,m) on a aussi LK(E,K) ∼MK(n, 1)

c’est-à-dire chaque forme linéaire φ ∈ E∗, admet une représentation matricielle sous
forme de matrice-ligne, qui est la transposée de la matrice colonne correspondante, et
qui est uniquement déterminée par les images par φ de tous les vecteurs de la base de
E : φ = (a1, a2, · · · , an) (vecteur ligne).

Donc si x = (x1, · · · , xn)T ∈ E alors : φ(x) = (a1, a2, · · · , an)

x1...
xn

 =
n∑
i=1

ai xi.

Dans l’espace vectoriel E∗ on peut définir une (ou plusieurs) base qui s’appellera
base duale. Le théorème suivant établit une construction canonique d’une base duale
à partir d’une base donnée de E.

Théorème 4.1. Base duale
Soit {ai}i=1,··· ,n une base de E sur K. Alors on définit une base de E∗ appelée

base duale de {ai} :

par la famille suivante φi(aj) = δij =

{
1 si i = j

0 si i 6= j

Exemple 4.2.
Soit B = {ν1, ν2} une base de R2 définie par : B = {ν1 = (2, 1), ν2 = (3, 1)}.

Construction de la base B∗ de R2∗ 1

D’après le théor. 1.1.1. il faut

φ1(ν1) = 1, φ1(ν2) = 0, φ2(ν1) = 0, φ2(ν2) = 1 (B∗.0)

On pose : φ1(x, y) = ax+ by, φ2(x, y) = cx+ dy avec (a, b, c, d) ∈ R4.
Pour déterminer les a, b, c, d, on établit les deux systèmes satisfaisant les condi-

tions (B∗.0) de la base duale associée à B :

φ1(2, 1) = 1 ⇔ 2a+ b = 1
φ1(3, 1) = 0 ⇔ 3a+ b = 0

}
⇒ a = −1, b = 3}

φ2(2, 1) = 0 ⇔ 2c+ d = 0
φ2(3, 1) = 1 ⇔ 3c+ d = 1

}
⇒ c = 1, d = −2}

⇒ Base duale de B = {ν1, ν2}
B∗ = {φ1(x, y) = −x+ 3y ; φ2(x, y) = x− 2y}

4 Annihilateur
Définition 4.3.

a) Soit E∗ = LK(E,K) et soit W ⊂ E (sous-ensemble de E et pas forcément
sous-espace de E).
On dit que φ ∈ E∗ est un annihilateur de W si ∀w ∈W on a φ(w) = {0}.

1. Attention : à ne jamais confondre la notation * du dual (example R2∗ avec le symbole * qu’on utilise
souvent pour indiquer le complémentaire de {0} (example R∗

+. On précisera par la suite dans lequel des
deux cas on situe l’étude.
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b) L’ ensemble de tous les annihilateurs de W est un sous-espace de E∗ appelé l’
(espace) annihilateur de W et noté W 0.

c) D’ une manière analogue on définit l’annihilateur de l’annihilateur, noté W 00,
par :
W 00 = {x ∈ E : φ(x) = 0 ∀ φ ∈W 0}.

On a le résultat suivant :

Théorème 4.2.
Si dimKE = n <∞ et si W est un sous-espace de E alors :

i) W 00 = W ii) dimKW + dimKW
0 = dimKE

Remarque 4.4.
a) A ne pas confondre : pour f ∈ LK(E). Ker f et W 0 (avec W = Im f )

car Ker f ∈ E et W 0 ⊂ E∗

b) Il y a des références qui appellent W 0 l’orthogonal de W .

Exemple 4.3.
Soit W le sous-espace de R4 engendré par ν1(1, 2,−3, 4) et ν2(0, 1, 4,−1). Cher-

chons une base de l’annihilateur de W . On vérifie facilement que si φ ∈ R4∗ annule ν1
et ν2 (vecteurs de base de W ). Alors il annule toute combinaison linéaire de ν1 et ν2.
Par conséquent, on cherchera une base de l’ensemble des formes linéaires :

φ(x, y, z, w) = ax+ bycz + dw t.q.
φ(ν1) = 0 et φ(ν2) = 0

⇔
{
φ(1, 2,−3, 4) = a+ 2b− 3c+ 4d = 0
φ(0, 1, 4,−1) = b+ 4c− d = 0

On obtient donc un système échelonné par rapport à a, b, c, d.
On a 2 paramètres libres alors :
1) si on pose c = 1, d = 0

on obtient la solution
∣∣∣∣ a = 11, b = −4
c = 1, d = 0

donc φ1(x, y, z, w) = 11x− 4y + z
2) si on pose c = 1, d = −1

on obtient la solution a = 6, b = −1, c = 0, d = −1
donc φ2(x, y, z, w) = 6x− y − z

Conclusion :
L’ensemble {φ1 = 11x− 4y+ z, φ2 = 6x− y−w} est une base de l’annihilateur

W 0 de W .
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5 Transposée d’une application linéaire
Définition 4.4.

Soit f : E → F (f ∈ LK(E,F )). Pour tout φ ∈ F ∗ (forme linéaire sur F ), on
définit l’application linéaire composée :
f t = φ ◦ f appelée la transposée f t(φ) de f . Autrement dit,

f t : E
f−→ F

φ−→ K (donc f t ∈ E∗)

φ ◦ f = f t(φ)

Remarque 4.5.
a) D’après la définition 4.4 on a φ ∈ F ∗ 7→ f t(φ) ∈ E∗.

Autrement dit, l’application f t (transposée de f ) est une application de F ∗ (dual
de F ) dans E∗ (dual de E) et on vérifie facilement que f t est une application
linéaire :

f t ∈ LK(F ∗, E∗)

b) On vérifie facilement que : si f1, f2 sont 2 applications linéaires

⇒ (f1 ◦ f2)t = f t2 ◦ f t1.

Tenant compte des isomorphismes :

{LK(E,F ) ∼MK(n,m)
{LK(F ∗, E∗) ∼MK(m,n)

On obtient le résultat suivant concernant la représentation matricielle de f t.

Théorème 4.3.
Soit {ai}i=1,··· ,n une base de E (dimKE = n) et {bj}j=1,··· ,m une base de F

(dimK F = m). Si f ∈ LK(E,F ), avec Af ∈ MK(n,m), une matrice associée
alors :

La représentation matricielle de f t est égale à la transposée de Af :

Aft = ATf

Exemple 4.4. (IMPORTANT ! ! ! Application - corollaire de plusieurs définitions et
théorèmes )

Soient E, F 2 espaces vectoriels avec dimKE = n et dimK F = m et soit f ∈
LK(E, F ). On montre que

rg f = rg f t.

a) On montre d’abord que Ker f t = (Im f)0. En effet,

a.1. Soit φ ∈ Ker f t ⊂ F ∗ ⇔ f t(φ) = φ ◦ f = 0
et soit u ∈ Im f ⇔ ∃ ν ∈ E t.q. f(ν) = u ∈ F
⇒ φ(u) = φ(f(ν)) = (φ ◦ f)(ν) = 0
et φ(u) = 0 ∀u ∈ Im f ⇒ φ ∈ (Im f)0 ⇒ Ker f t ⊂ (Im f)0 (a.1.)

a.2. Soit σ ∈ (Im f)0 ⊂ F ∗ ⇔ σ(Im f) = {0}
⇒ ∀ ν ∈ E f t(σ)(ν) = (σ ◦ f)(ν) = σ(f(ν)) = 0
⇒ f t(σ) = 0⇒ σ ∈ Ker f t ⇒ (Im f)0 ⊂ Ker f t. (a.2.)

Des deux conclusions (a.1.) et (a.2.)⇒ Ker f t = (Im f)0 c.q.f.d.
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b) Par application du th. 4.2 pour l’annihilateur (Im f)0 on a :

dimK(Im f)0 = dimK F − dimK(Im f) = m− rg f (b.1.)

En utilisant le théorème du rang (v. cours n0 1) à l’application

f t : F ∗ → E∗ on a : rg f t = dimK F
∗ − dimKKer f t = m− dimK Ker f t

En utilisant le résultat

a)⇒ rg f t = m− dimK(Im f)0 (b.2.)

Application de (b.1.) au second membre de (b.2.)

⇒ rg f t = m−m+ rg f = rg f c.q.f.d.

Exemple 4.5.
Soit φ la forme linéaire de R2 définie par φ(x, y) = 3x− 2y.

On cherche les images de φ par les transposées f t1, f
t
2 des applications linéaires f1, f2 :

R3 → R2

déf. par :
{
f1(x, y, z) = (x+ y, y + z)
f2(x, y, z) = (x+ y + z, 2x− y)

On aura :

(φ ◦ f1)(x, y, z) = φ(f1(x, y, z)) = φ(x+ y, y + z) = 3(x+ y)− 2(y + z)

⇒ f t1(φ) = 3x+ y − 2z

et
(φ ◦ f2)(x, y, z) = φ(f2(x, y, z)) = φ(x+ y + z, 2x− y)

= 3(x+ y + z)− 2(2x− y) = −x+ 5y + 3z

⇒ f t2(φ) = −x+ 5y + 3z

Terminons cette partie du chapitre par le théorème de changement de base dans E∗

en utilisant l’isomorphisme LK(E∗) ∼Mn(K).

Théorème 4.4.
Soit {ai}i=1,··· ,n {bj}j=1,··· ,n deux bases de E et {φi}i=1,··· ,−n {σj}j=1,··· ,−n, leurs
bases duales associées de E∗. Alors si l’application, qui transforme
{ai}i=1,··· ,n en {bj}j=1,··· ,n, a comme représentation matricielle P (matrice de pas-
sage), alors l’application transposée (qui transforme {φi}i=1,··· ,n en
{σj}j=1,··· ,−n a comme représentation matricielle (P−1)t (matrice de passage dans
E∗).
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2 Formes Bilinéaires

1 Forme bilinéaire
Définition 4.5.

Soient E, F espaces vectoriels sur K. On appelle forme bilinéaire sur E × F .
Toute application

φ : E × F → K
(u, ν) 7→ φ(u, ν)

t.q. ∀ u, ui ∈ E, ν, νi ∈ F i = 1, 2 et ∀ (a, b) ∈ K2 on a :∣∣∣∣ i) φ(au1 + bu2, ν) = a φ(u1, ν) + b φ(u2, ν)
ii) φ(u, aν1 + bν2) = a φ(u, ν1) + b φ(u, ν2)

Autrement dit :

φ est linéaire par rapport à la première variable (vecteur)

φ est linéaire par rapport à la deuxième variable (vecteur)

Remarque 4.6.
∗ Cas particulier : quand E = F la forme bilinéaire φ : E × E → K est définie

par i) et ii) sur E2

Exemple 4.6.
Soit {aij} i=1,··· ,n

j=1,··· ,m
= A ∈Mn(K) etE espace vectoriel sur K, alors ∀ (x, y) ∈ E2

on associe à A le polynôme :

f(x, y) =

n∑
i,j=1

aij xiyj = a11x1y1 + a12x1y2 + · · ·+ annxnyn,

qui est une forme bilinéaire sur E2. On écrit aussi :

f(x, y) = XTAY = (x1, · · · , xn)


a11 a12 · · · a1n
a21 · · · · · · am
· · · · · · · · · · · ·
an1 · · · · · · am



y1
...
...
yn


où XT et Y représentent les vecteurs ligne et colonne associés à x et y respectivement.

Exemple 4.7.
Soit φ1 ∈ E∗ et φ2 ∈ E∗ (deux formes linéaires sur E) alors l’application :

f : E × E → K

(u, ν) 7→ f(u, ν) = φ1(u)φ2(ν)

définie une forme bilinéaire sur E2 et est appelée produit tensoriel.

Exemple 4.8.
Soit E = C[0, 1] (espace vectoriel des fonctions numériques continues sur l’inter-

valle [0,1]). Alors l’application :

f : C[0, 1]× C[0, 1]→ R

(x, y) 7→
∫ 1

0

x(t) y(t) dt

est une forme bilinéaire sur E2.
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Remarque 4.7.
On vérifie facilement que l’ensemble de toutes les formes bilinéaires définies sur

E × F (resp. sur E × E) est un espace vectoriel sur K et on le note :

L2(E,F,K) (resp. L2(E,K) et (dimK L2(E,F,K) = nm)

car

{∀ f, g ∈ L2(E,K), (u ∈ E, ν ∈ F ), (f + g)(u, ν) = f(u, ν) + g(u, ν)

{∀ λ ∈ K, ∀ f ∈ L2(E,F,K)) (λf)(u, ν) = λf(u, ν)

Théorème 4.5. [ Base de l’espace vectoriel des formes bilinéaires]
Soit {φ1, · · · , φn} une base du dual E∗ et {σ1, · · · , σm} une base de F ∗ ; alors

on définit une base de L2(E,F,K) par la famille :

fij(u, ν) = φi(u)σj(ν)∀ i = 1, · · · , n
j = 1, · · · ,m

Le résultat suivant établit un isomorphisme entre l’espace vectoriel L2(E,F,K)
et l’espace vectoriel des matrices MK(n,m), et donne la représentation matricielle
associée à tout f ∈ L2(E,F,K) ainsi que la transformation de cette représentation
matricielle par un changement de base.

Théorème 4.6.
Soit {ai}i=1,··· ,n, une base de E (espace vectoriel sur K) et {bi}i=1,··· ,m une base

de F (espace vectoriel sur K)⇒
i) L’espace vectoriel L2(E,F,K) des formes bilinéaires sur (E × F ) est iso-

morphe àMK(n,m) l’espace vectoriel des matrices n×m sur K :

L2(E,F,K) ∼MK(n,m)

(resp. pour E = F : L2(E,K) ∼ MK(n) espace vectoriel des matrices
carrées n2)

ii) a) A tout f ∈ L2(E,F,K) on peut associer une représentation matricielle :

Af = {αij} i=1,··· ,n
j=1,··· ,m

avec αij = f(ai, bj)

(resp. à tout f ∈ L2(E,K), on associe une matrice carrée

Af = {αij} i=1,··· ,n
j=1,··· , m

b) Si X et Y représentent les matrices unicolonnes de x ∈ E et y ∈ F respec-
tivement (relativement aux bases {ai}i et {bj}j alors :

f(x, y) = Y tAfX = XtAtfY

iii) La matrice A′f associée à f après un changement de base :

{ai}i=1,··· ,n
P−→ {a′i}i=1,··· ,n (dans E) (ou X = PX ′ et P non singulière)

QP −→ {b′j}j=1,··· ,m (dans F ) (ou Y = QY ′ et Q non singulière)

est donnée par la formule :
A′f = QtAP
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Remarque 4.8.
a) A constater que f(x, y) est une “matrice” 1 × 1 donc elle est égale à sa trans-

posée :
f(x, y) = XtAtfY = f t(x, y)

b) A comparer le résultat iii) du théorème A′f = QtAP avec la formule de "pas-
sage"A′f = Q−1AP dans le cas où f est une application linéaire f ∈ LK(E,F ).

c) Si F = E alors le changement de base donne comme représentation matricielle
de f ∈ L2(E,F ) :

A′f = P tAP

∗ A′f et Af sont appelées matrices congruentes.
Terminons ce chapitre avec une définition sur le rang de f ∈ L2(E,F ).

Définition 4.6.
a) On appelle rang d’une forme bilinéaire sur E × E, (f ∈ L2(E,F )) le rang

de la matrice Af associée.
b) Une forme bilinéaire, f ∈ L2(E,F ) est non dégénérée (resp. dégénérée) si
rg f = dimKE . (resp. si rg f < dimKE).

2 Formes bilinéaires symétriques
Rappels - Définitions - Propriétés - Remarques sur les :
– Formes bilinéaires symétriques
– Formes bilinéaires alternées

Rappel de notations :
– K= corps commutatif.
– E, F = espaces vectoriels sur K (dimKE = n ; dimK F = m) .
– LK(E,F ) = esp. vectoriel des applications linéaires
f : E → F (dimK LK(E,F ) = nm)

– LK(E) = esp. vectoriel des endomorphismes sur E ;
f : E → E (dimLK(E) = n2)

– L2(E,F,K) = esp. vectoriel des formes bilinéaires sur E × F
(dimK L2(E,F,K) = nm)

– L2(E,K) = esp. vectoriel des formes bilinéaires sur E × E ;
(dimK L2(E,K) = n2)

– MK(n,m) = Esp. vectoriel des dimensions nm sur K et isomorphe à LK(E,F )
et isomorphe à L2(E,F,K)

– Mn(K) = esp. vectoriel des matrices carrées de dimension n2 sur K et iso-
morphe à LK(E) et isomorphe à L2(E,K).

Définition 4.7.
Soit f ∈ L2(E,K). On dit que f est une forme bilinéaire symétrique,

f :
E × E → K

(x, y) 7→ f(x, y)

}
ssi

f(x, y) = f(y, x) ∀ (x, y) ∈ E2

Remarque 4.9.
D’après l’isomorphisme : (v. th. 4.6)

L2(E,K) ∼Mn(K)
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Toute représentation matricielle Af d’une forme bilinéaire symétrique
f ∈ L2(E,K) est une matrice carrée symétrique car on a :

f(x, y) = XtAtfY = Y tAfX = f(y, x) = Y tAtfX = XtAfY

⇔ XtAtfY = XtAfY ⇔ Atf = Af

Le résultat suivant établit la diagonalisation de toute matrice Af associée à une forme
bilinéaire symétrique f .

Théorème 4.7.
Soit f ∈ L2(E,K) symétrique, et soit Af ∈ Mn(K) sa matrice carrée associée.

Alors, il existe une matrice P ∈Mn(K) non singulière (∃ P−1) t.q. la matrice :

Ãf = P tAfP soit diagonale

Important !

Remarque 4.10.
a) D’après la remarque du chapitre n0 4 la matrice Af est congruente à la matrice

diagonale associée.
b) D’après le procédé d’échelonnage (v. cours n0 1) d’une matrice carrée, on peut

déduire qu’une matrice P inversible du théorème n’est rien d’autre que le produit
de transformations (matrices) élémentaires. Donc, une façon d’obtenir P t (ou
P tAfP ) est d’effectuer une suite d’opérations élémentaires d’échelonnage sur
les lignes et d’effectuer la même suite d’opérations sur les colonnes.

Exemple 4.9.
Soit f ∈ L2(E,K) symétrique avec Af ∈Mn(K) définie par :

Af =

 1 2 −3
2 5 −4
−3 −4 8

 (matrice symétrique)

On utilise la matrice "bloc"

(Af , I) =


1 2 −3

... 1 0 0

2 5 −4
... 0 1 0

−3 −4 8
... 0 0 1


(L1)

(L2)

(L3)

En appliquant les transformations :

(Af , I)
IL1−→ (A′f , P

(1)) avec (I(L)1 ) :

 L′1 = L1

L′2 = −2L1 + L2

L′3 = 3L1 + L3

et

(A′f , P
(1))

IC1−→ (A′′f , P
(1)) avec (I(C)

1 ) :

 C ′′1 = C ′1
C ′′2 = −2C ′1 + C ′2
C ′′3 = 3C ′1 + C ′3

On obtient :

(A′f , P
(1)) =

(C ′1)(C ′2)(C ′3)
1 2 −3

... 1 0 0

0 1 2
... −2 1 0

0 2 −1
... 3 0 1


(L′1)

(L′2)

(L′3)
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et

(A′′f , P
(1)) =

(C ′′1 )(C ′′2 )(C ′′3 )
1 0 0

... 1 0 0

0 1 2
... −2 1 0

0 2 −1
... 3 0 1


(L′′1)

(L′′2)

(L′′3)

Ensuite on applique Ies transformations :

(A′′f , P
(1))

IL2−→ (A′′′f , P
(2)) avec (I(L)2 ) :

 L′′′1 = L′′1
L′′′2 = L′′2
L′′′3 = −2L′′2 + L′′3

et

(A′′′f , P
(2))

IC2−→ (A
(iν)
f , P (2)) avec (I(C)

2 ) :


C

(iν)
1 = C ′′′1

C
(iν)
2 = C ′′′2

C
(iν)
3 = −2C ′′′2 + C ′′′3

On obtient finalement :

(A′′′f , P
(2)) =

(C ′′′1 )(C ′′′2 )(C ′′′3 )
1 0 0

... 1 0 0

0 1 2
... −2 1 0

0 0 −5
... 7 −2 1


et

(A
(iν)
f , P (2)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 1 0
... −2 1 0

0 0 −5
... 7 −2 1


Donc la matrice de passage (non singulière) P et sa transposée P t sont définies par :

P t = I(L)2 I
(L)
1 =

 1 0 0
−2 1 0
7 −2 1


et

P = (I(L)1 )t(I(L)2 )t ≡ (P t)t =

1 −2 7
0 1 −2
0 0 1


et la matrice diagonale Ãf associée à Af est :

Ãf = A
(iν)
f =

1 0 0
0 1 0
0 0 −5

 = P tAfP

Exemple 4.10.
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Soit f ∈ L2(E,K) avec :

Af =

 1 −2 3
−2 6 −9
3 −9 4


Par la même méthode détaillée ci-dessus, on obtient successivement :

(Af , I) =


1 −2 3

... 1 0 0

−2 6 −9
... 0 1 0

3 −9 4
... 0 0 1



(AfI)
I(L)
1−→ (A′f , P

(1)) =


1 −2 3

... 1 0 0

0 2 −3
... 2 1 0

0 −3 −5
... −3 0 1

 ;

(A′f , P
(1))

I(C)
1−→ (A′′f , P

(1)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 2 −3
... 2 1 0

0 −3 −5
... −3 0 1

 ;

(A′′f , P
(1))

I(L)
2−→ (A′′′f , P

(2)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 2 −3
... 2 1 0

0 0 −19
... 0 3 2

 ;

(A′′′f , P
(2))

I(C)
2−→ (A

(iν)
f , P (2)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 2 0
... 2 1 0

0 0 −38
... 0 3 2

 ;

Donc finalement :

P t = I(L)2 I
(L)
1 =

1 0 0
2 1 0
0 3 2


et

P t = (I(L)1 )t(I(L)2 )t =

1 2 0
0 1 3
0 0 2


et

Ãf = A
(iν)
f = P tAP =

1 0 0
0 2 0
0 0 −38


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3 Formes Quadratiques
Définition 4.8.

Pour toute forme bilinéaire f ∈ L2(E,K) symétrique on définit la forme quadra-
tique associée qf par l’application :

qf : E → K
ν → qf (ν) = f(ν, ν)

Remarque 4.11 (Forme polaire d’une forme bilinéaire symétrique).
D’après la définition précédente on aura : ∀(u, ν) ∈ E2

q(u+ ν) = f(u+ ν, u+ ν)
q(u) = f(u, u)
q(ν) = f(ν, ν)

En "additionnant" ces égalités et par application de la bilinéarité et la symétrie de f on
aura :

q(u+ ν)− q(u)− q(ν) = f(u, u) + f(u, ν) + f(ν, u) + f(ν, ν)
−f(u, u)− f(ν, ν) = 2f(u, ν)

⇒ f(u, ν) =
1

2
[q(u+ ν)− q(ν)− q(u)] (III.2.1)

On appelle cette expression de f la forme polaire de l’application bilinéaire symé-
trique.

Tenant compte des résultats précédents on a le :

Théorème 4.8 (Représ. matricielle et f.canonique d’une f.quadratique).
i) Soit f ∈ L2(E,K) symétrique et soit Af = {aij} i=1,··· ,n

j=1,··· ,n
= {aji} i=1,··· ,n

j=1,··· ,n
∈

Mn(K) sa matrice carrée symétrique associée alors :
⇒ la forme quadratique qf associée à f , (∀ x ∈ E) est donnée par :

q = XtAfX =

n∑
i,j=1

aijxixj =

n∑
i=1

aiix
2
i + 2

∑
i<j

aijxixj (III.2.2)

{aij} = Af est la représentation matricielle de qf et rg qf = rg Af = r
ii) Deux formes quadratiques sur K sont équivalentes ssi leurs matrices sont congruentes

sur K :
rg q′ = rgBtAf B = rg Af = rg q

où B est une matrice non singulière.
iii) Il existe une matrice inversible B telle que BtAfB = Ãf matrice associée à

la nouvelle forme quadratique q′f soit diagonale.
⇔ la nouvelle forme quadratique associée q′f s’écrit sous forme canonique :

q′f =

n∑
i=1

a′iix
2
i (III.2.3)
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Remarque 4.12.

a) L’expression q =
n∑
i=1

aiix
2
i + 2

∑
i<j

aijxixj est un polynôme homogène par rap-

port aux variables xi et est appelé le polynôme quadratique correspondant à la
matrice Af .
Donc sachant la forme du polynôme homogène q, on peut si f n’est pas déter-
minée, trouver la représentation matricielle Af (ou Aq) en n’oubliant pas dans le
procédé inverse diviser par 2 les coefficients aij avec i 6= j

b) Si r = (rg f = rg qf = rg Af ) = n alors qf est dite non singulière
(si r < n⇒ qf est singulière).

Exemple 4.11.
a) Soit : q(x) = x21 + 2x22 − 7x23 − 4x1x2 + 8x1x3 alors on a :

q = XtAfX = Xt

 1 −2 4
−2 2 0
4 0 −7

X donc : Af = Aq =

 1 −2 4
−2 2 0
4 0 −7


est la représentation matricielle de q.

b) On peut diagonaliser cette matrice par la même méthode d’éehelonnage (v.
exemples précédents) expliquée auparavant, et trouver la matrice non singulière
B ∈ U3(R) t.q. Ãf = BtAfB soit diagonale donc t.q. q′(y) prenne sa forme
canonique par rapport à Y avec X = BY . Autrement dit :

Xt = Y tBt et XtAfX = Y t(BtAfB)Y = Y tÃfY

On écrit

(Af , I) =


1 −2 4

... 1 0 0

−2 2 0
... 0 1 0

4 0 −7
... 0 0 1


Par des transformations successives sur les lignes et les colonnes, on obtient :

(Af , I) 7→ (A′f , P
(1)) =


1 −2 4

... 1 0 0

0 −2 8
... 2 1 0

0 8 −23
... −4 0 1



7→ (A′′f , P
(1)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 −2 8
... 2 1 0

0 8 −23
... −4 0 1



(A′′f , P
(1)) 7→ (A′′′f , P

(2)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 −2 8
... 2 1 0

0 0 9
... 4 4 1



7→ (A
(iν)
f , P (2)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 −2 0
... 2 1 0

0 0 9
... 4 4 1


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⇒ Ãf = A
(iν)
f =

1 0 0
0 −2 0
0 0 9


et

Bt =

1 0 0
2 1 0
4 4 1

 , B = (Bt)t =

1 2 4
0 1 4
0 0 1


⇔ Ãf = BtAf B

Donc finalement : q(x) = q′(y) = y21 − 2y22 + 9y23 forme canonique de q et q
est non singulière.

Remarque 4.13.
On peut réaliser la réduction d’une forme quadratique à une forme canonique par le

procédé de Gauss-Lagrange qui consiste essentiellement à compléter successivement
les "débuts" des carrés.

Exemple 4.12 (la même forme quadratique q (Ex. 4.11)).

q = x21 + 2x22 − 7x23 − 4x1x2 + 8x1x3
= x21 − 4x1[x2 − 2x3] + 2x22 − 7x23

[x21 − 4x1(x2 − 2x3) + 4(x2 − 2x3)2] + 2x22 − 7x23 − 4(x2 − 2x3)2

= (x1 − 2x2 + 4x3)2 − 2(x22 − 8x2x3)− 23x23
= (x1 − 2x2 + 4x3)2 − 2(x22 − 8x2x3) + 16x23) + 9x23
= (x1 − 2x2 + 4x3)− 2(x2 − 4x3)2 + 9x23

On pose :

y1 = x1 − 2x2 + 4x3
y2 = x2 − 4x3
y3 = x3

⇔ x1 = y1 + 2y2 + 4y3
x2 = y2 + 4y3
x3 = y3

⇔ X = BY

(où on reconnait la transf. associée à B)

Donc :
q(X) = q′(y) = y21 − 2y22 + 9y23

Par la même méthode on réduit la forme quadratique sur K3,

Q(x, y, z) = x2 + y2 − 2z2 + xy + 6xz

à sa forme canonique par des transformations successives suivantes :

Q(x, y, z) = x2 + 2x ·
(y

2
+ 3z

)
+ y2 − 2z2

=
(
x+

y

2
+ 3z

)2
−
(y

2
+ 3z

)2
+ y2 − 2z2

=
(
x+

y

2
+ 3z

)2
+

3

4
y2 − 11z2 − 3zy

=
(
x+

y

2
+ 3z

)2
+

3

4
(y2 − 4yz)− 11z2

=
(
x+

y

2
+ 3z

)2
+

3

4
(y − 2z)2 − 3z2 − 11z2

=
(
x+

y

2
+ 3z

)2
+

3

4
(y − 2z)2 − 14z2
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On pose :

w1 = x+
y

2
+ 3z

w2 = y − 2z
w3 = z

⇔ Q′(w) = w2
1 +

3

4
w2

2 − 14w2
3

On obtient donc une forme canonique de Q(x, y, z)

Loi d’inertie de Sylvester

Si K = R on a Ie résultat suivant plus particulier pour une réduction canonique
"normalisée" qui a comme conséquence l’unicité de cette forme canonique (Loi d’iner-
tie de Sylvester).

Théorème 4.9.
Soit q = XtAX une forme quadratique réelle. Alors il existe une application réelle

non singulière B t.q. X = BW et t.q. la forme canonique q′(w) soit donnée par :

q′(w) = q(x) = XtAX = W t(BtAB)W =

P∑
i=1

w2
1 −

r∑
P+1

w2
j (III.3.1.)

où P est le nombre de termes positifs et r = rg q

Remarque 4.14.
Supposons que d’après les méthodes du paragraphe précédent on ait obtenu pour q

la forme canonique :

q(y) =

P∑
i=1

Siy
2
i −

r∑
j=P+1

Sjy
2
j avec Si > 0 ∀ i = 1, · · · , r

L’application Q non singulière t.q. :{
Zi =

√
Siyi i = 1, · · · , r

Zj = yj j = r + 1 · · ·n
Donc

Y = QZ
Y t = ZtQt

}
avec Q =



1√
S1

0 0 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0 0 0

0 0
1√
Sr

0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 0 0 1


transforme q en la forme canonique q′(Z) = Zt(QtAqQ)Z

= ZtÃZ

ou q′(Z) =
P∑
i=1

Z2
i −

N∑
j=1

Z2
j avec rg Ã = rg A = r
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Définition 4.9.
On appelle indice, le nombre P de termes positifs d’une forme quadratique réelle

réduite en sa forme canonique (III.3.1.).

Théorème 4.10 ( Loi d’inertie de Sylvester ).
Toute forme quadratique réelle sur E avec dimRE = n admet une représentation

canonique du type (III.3.1.) unique.
Autremcnt dit, si q admet deux expressions canoniques du type III.3.1. alors ces deux
formes ont le même rang r et le même indice P .

Remarque 4.15.
On appelle signature Sg :
a) d’après certaines références, le couple : Sg = (P ;N) (N Ie nombre de termes

négatifs) et
b) d’après d’autres références la différence : S̃g = P −N .

Exemple 4.13.
La forme quadratique des exemples III.2.1. et III.2.2 (définie sur R3)

q(x) = x21 + 2x22 − 7x23 − 4x1x2 + 8x1x3 a été réduite à :
q′ = y21 − 2y22 + 9y23

L’application non singulière, définie par (f1) :

R3 → R3

 y1 = z1
y2 = z3
y3 = z2

donne :
{
q′ 7→ q′′

q′′ = z21 + 9z28 − 2z23

et l’application non singulière, définie par (f2) :

R3 → R3


z1 = w1

z2 = w2/3

z3 = w3/
√

2
donne : q′′ 7→ q′′′ avec q′′′ = w2

1 +W 2
2 − w2

3

Le produit de ces deux applications est une application g ∈ LR(R3) avec matrice
associèe B définie par : X = BgW ou

x1 = w1 + 4
3w2 +

√
2w3

x2 = 4
3w2 +

√
2
2 w3

x3 = 1
3w2

donc Bg =

1 4/3
√

2

0 4/3
√

2/2
0 1/3 0


Cette application non singulière réduit q en sa forme canonique unique :

q
Bg−→ q′′′(w) = w2

1 + w2
2 − w2

3 ⇔ Ãq =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1


Donc la forme quadratique q est d’indice 2 de rang 3 et de signature Sg = (2;−1) (ou
S̃g = (1))

Définition 4.10 (Formes Quadratiques définies positives).
Une forme quadratique réelle est définie positive (resp. définie négative) si son

indice P est égal à son rang et det. Aq 6= 0 donc q = non singulière - autrement dit
P = r = n (resp. si P = 0 et n = r)
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Remarque 4.16.
D’après la forme canonique de la loi d’inertie, une forme quadratique réelle définie

positive (resp. définie négative) se réduit en une forme canonique positive (resp.
négative)pour tout ensemble de valeurs réelles de y ∈ Rn.

q̃p =

n∑
i=1

y2i > 0

resp. q̃n = −
n∑
j=1

y2j < 0


Définition 4.11.

Une forme quadratique réelle est semi-définie positive (resp. semi-définie négative)
si r < n et P = r (resp. si p = 0 et r < n).

Remarque 4.17.
Par analogie avec la remarque III.3.3. et déf. III.3.2., une forme quadratique réelle

semi-définie positive (resp. semi-définie négative) est singulière et se réduit en une
forme canonique :

q̃sp =

r∑
i=1

z2i ≥ 0, r < n ;

 resp. q̃sn = −
r∑
j=1

z2j ≥ 0


On a le :

Théorème 4.11.
Si q = XtAqX est une forme quadratique définie positive alors detAq > 0.

Et voici quelques résultats sur les matrices associées.

Définition 4.12.
Une matrice Aq associée à une forme quadratique réelle q est dite définie ou semi-

définie pos. (resp. déf. négative ou semi déf négative) selon que la forme quadratique
est définie ou semi-définie positive (resp. définie ou semi-définie négative).
Le critère de positivité pour les matrices est fourni par le :

Théorème 4.12.
i) Une matrice réelle symétrique A est définie positive si ∃ une matrice inversible
C t.q. :

A = CtC

ii) Une matrice réelle symétrique de rang r est semi-définie positive ssi ∃ une
matrice C de rang r t.q. :

A = CtC

4 Formes Bilinéaires Alternées (Antisymétriques)
Définition 4.13.

Une forme bilinéaire f ∈ L2(E,K) est alternée ou antisymétrique si :

f(ν, ν) = 0 ∀ ν ∈ E (Ant. i)

ou
⇔ f(u, ν) = −f(ν, u) ∀ (u, ν) ∈ E2 (Ant. ii)
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Remarque 4.18.
On vérifie facilement que la condition (Ant. i) implique (Ant. ii) et inversement.

On a le résultat très utile pour la réduction des formes bilinéaires alternées (antisymé-
triques)(ou leurs matrices associées) donné par le :

Théorème 4.13. (Décomposition en blocs d’une matrice antisymétri-que)
Soit f ∈ L2(E,K) alternée alors :
i) la matrice associée à f, Af est antisymétrique : Af = −Atf
ii) pour toute matrice Af (antisymétrique) il existe une matrice P non singulière

t.q.
Ãf = P tAfP

soit de la forme canonique diagonale par blocs suivante :

Ãf =



(
0 1
−1 0

)
0 0 0 0 0 0 0

0

(
0 1
−1 0

)
0 0 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0 0 0

0 0 0

(
0 1
−1 0

)
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 0 0 0 0


Le nombre dr des matrices blocs antisymétriques égale :

dr =
1

2
r où r = rg f = rg Af = rgÃf

Remarque 4.19.
a) On vérifie facilement que si A est antisymétrique alors toute matrice :

B = P tAP

congruente à A est une matrice antisymétrique car :

Bt = (P tAP )t = P tAtP = −P tAP = −B

b) D’après le th. III.4.1. toute forme bilinéaire alternée (antisymétrique a un rang
r = entier pair (puisque r = 2dr dr ∈ N∗).

Exemple 4.14.
On considère la matrice antisymétrique :

A =


0 0 2 4
0 0 1 −3
−2 −1 0 −2
−4 3 2 0


Par une méthode analogue (à celle des ex. III.1.1, et III.2.1.), on cherche une matrice
P non singulière t.q. Ã = P tAP soit dans la forme canonique du théorème III.4.1.
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1ère transformation On échange la 3ème et la 2ème ligne de
(A.I)→ (A′, P (1)).

2ème transformation On échange la 3ème et la 2ème colonne de (A′, P (1)).

(A′, P (1))→ (A′′, P (1)) =


0 2 0 4

... 1 0 0 0

−2 0 −1 −2
... 0 0 1 0

0 1 0 −3
... 0 1 0 0

−4 2 3 0
... 0 0 0 1


3ème transformation On multiplie la 1ère ligne par 1

2 → (A′′′, P (2)).

4ème transformation On multiplie la 1ère colonne

1

2
→ (A(iν), P (2)) =


0 1 0 2

... 1/2 0 0 0

−1 0 −1 −2
... 0 0 1 0

0 1 0 −3
... 0 1 0 0

−2 2 3 0
... 0 0 0 1


5ème transformation Echelonnage (entre 1ère et 3ème ligne)

6ème transformation Echelonnage (entre 2ème et 4ème ligne)

7ème transformation Echelonnage (entre 1ère et 4ème ligne)

8ème transformation Echelonnage (entre 2ème et 4ème colonne)

9ème transformation Echelonnage (entre 1ère et 3ème colonne)

⇒ (A(ix), P (4)) =


0 1 0 0

... 1/2 0 0 0

−1 0 0 0
... 0 0 1 0

0 0 0 −5
... −1/2 1 0 0

0 0 5 0
... −1 0 −2 1


10ème transformation On multiplie la 3ème ligne par − 1

5

11ème transformation On multiplie la 3ème colonne par − 1
5

⇒ (A(xi), P (5)) =


0 1 0 0

... 1/2 0 0 0

−1 0 0 0
... 0 0 1 0

0 0 0 1
... 1/10 −1/5 0 0

0 0 −1 0
... −1 0 −2 1


Donc

P t =


1/2 0 0 0
0 0 1 0

1/10 −1/5 0 0
−1 0 −2 1

 et Ã = A(xi) = P tAP =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0





Chapitre 5

Formes hermitiennes
Espaces Préhilbertiens
Espaces Vectoriels Normés

1 Formes Hermitiennes
On supposera que K = C et E = espace vectoriel sur C avec dimCE = n.

Définition 5.1.
On appelle forme hermitienne h, sur E toute application :

h : E × E → C
(u, ν) → h(u, ν) t.q.

h soit linéaire par rapport à la “première” variable (u) et anti-linéaire par rapport à
la “seconde” variable (ν).
Autrement dit : ∀ a, b,∈ C, ∀ u, ν, u1, u2, ν1, ν2 ∈ E on a :

(i) h(au1 + bu2, ν) = ah(u1, ν) + bh(u2, ν)
(ii) h(u, aν1 + bν2) = āh(u, ν1) + b̄h(u, ν2)

∗ la notation ā, b̄ signifie “complexe conjugué” :
{

Re(a) = Re(ā)
Im(a) = −Im(ā)

Remarque 5.1.
a) On peut définir une forme hermitienne surE en prenant un couple de conditions

équivalentes aux (i) et (ii) :

(i) et (ii) ⇔ (i)et ˜(ii) : h(u, ν) = h(ν, u)

b) La propriété (ii) donne :h(u, u) = h(u, u) donc

Im(h(u, u)) = Im(h(u, u)) = −Im(h(u, u))
Im(h(u, u)) = 0
h(u, u) ∈ R

Définition 5.2.

65
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a) Une matriceA ∈Mn(C) avecA = {aij} i=1,··· ,n
j=1,··· ,n

est dite matrice hermitienne
si

aij = āji

(Conséquence : aii = āii ⇒ ajj ∈ R).
b) On définit la matrice adjointe par :

A∗ = Āt.

Remarque 5.2.
Une matrice hermitienne satisfait : A∗ = A (A est égale à sa matrice adjointe A∗).

Remarque 5.3.
Deux matrices hermitiennes A, Ã sont congruentes au sens de Hermite si il

existe une matrice non singulière P t.q.

Ã = P ∗A · P

Remarque 5.4.
Soit A une matrice hermitienne (A = A∗ = Āt). Montrons que d’après les défini-

tions qui précèdent, la forme :

h(X,Y ) = XtAȲ ∀ (x, y) ∈ E × E (E = Cn)

définit une forme hermitienne sur Cn car : soit (a; b) ∈ C2

h((aX1 + bX2), Y ) = (aX1 + bX2)tAȲ = (aXt
1 + bXt

2)AȲ
= aXt

1AȲ + bXt
2AȲ = ah(X1, Y ) + bh(X2, Y )

(5.1.1)

(linéaire par rapport à la 1ère variable).

De même, si on utilise le fait que XtAY est un scalaire donc égal à son transposé :

(XtAȲ )t = (XtAȲ )

On aura aussi :

h(XY ) = (XtAȲ ) = (XtAȲ )
t

= Ȳ tAtX = Y tA∗X̄ = Y tAX̄ = h(Y,X)
(5.1.2)

(5.1.1) et (5.1.2) montrent que (i) et ˜(ii) de la définition d’une forme hermitienne (v.
remarque 5.1) sont vérifiées.

⇒ h(X,Y ) ≡ XtAȲ est une forme hermitienne

Remarque 5.5. D’une manière analogue que pour les formes bilinéaires , on définit
une forme quadratique hermitienne q(ν) associée à une f hermitienne h par :

q(ν) = h(ν, ν) ∀ ν ∈ E

D’après la remarque 5.1 b)
q(ν) ∈ R

Pour la représentation matricielle d’une forme hermitienne, sa forme polaire et sa ré-
duction en forme canonique on a le résultat suivant :



Formes hermitiennes - Espaces Préhilbertiens Espaces Vectoriels Normés 67

Théorème 5.1.
Soit h une forme hermitienne sur E alors :
i) Pour toute base B = {e1, · · · , en} de E, la représentation matricielle H =
{nij} i=1,··· ,n

j=1,··· ,n
de h est donnée par :

nij = h(ei, ej) ;

H est une matrice hermitienne (ayant donc des éléments diagonaux réels : nij ∈
R ou

nii = h(ei, ei) = h(ei, ei))

ii) La forme polaire d’une forme hermitienne en termes de sa forme quadratique
hermitienne associée est :

h(u, ν) =
1

4
(q(u+ ν)− q(u− ν)) +

i

4
(q(u+ iν)− q(u− iν)).

iii) Il existe une base (donc une matrice P non singulière) dans E t.q. la représen-
tation matricielle H associée soit diagonale :

(H̃ = P ∗HP )

La forme canonique de H est :

C̃ =

Ip 0 0
0 −Ir−p 0
0 0 0

 P = indice de H
r = rang de H

Exemple 5.1.

Soit H =

 1 1 + 2i 2− 3i
1− 2i 5 −4− 2i
2 + 3i −4 + 2i 13

 par la méthode d’échelonnage utilisée

aux paragraphes précédents, on détermine une matrice P t.q. C̃ = P ∗HP a la forme
canonique du théorème. Les étapes (en résumé) sont :

(A, I) =


1 1 + 2i 2− 3i

... 1 0 0

1− 2i 5 −4− 2i
... 0 1 0

2 + 3i −4 + 2i 13
... 0 0 1

→


1 0 0
... 1 0 0

0 0 5i
... −1 + 2i 1 0

0 −5i 0
... −2− 3i 0 1

 = [A′, P (1)]

(A′, P (2))→ (A′′, P (2))) =


1 0 0

... 1 0 0

0 10 5i
... 2 1 i

0 −5i 0
... −2− 3i 0 1

→
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
1 0 0

... 1 0 0

0 10 0
... 2 1 i

0 0 −25
... −20− 20i 5i 5

 = [A′′′, P (3)]

(A′′′, P (3))→ (A(iν), P (4)) =


1 0 0

... 1 0 0

0 10 0
... 2 1 i

0 0 −250
... −20− 20i 5i 5


⇒ C̃ = A(iν) =

1 0 0
0 10 0
0 0 −250


Donc :

C̃ = P ∗HP ⇐ et P ∗ =

 1 0 0
2 1 i

−20(1 + i) 5i 5


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Remarque 5.6.
a) D’après le théorème précédent toute forme quadratique hermitienne h = X∗HX

admet une forme canonique ∀ w ∈ E (E = Cn).

h(w,w) =

P∑
i=1

w̄iwi −
r∑

j=p+1

w̄jwj IV.1.0

où P est l’indice et r le rang de la forme quadratique hermitienne, ou de la
matrice H associée.

b) Deux formes hermitiennes sont équivalentes ssi elles ont le même indice et le
même rang r.

Exemple 5.2.
Soit h la forme quadratique hermitienne sur C3 qui admet comme représentation

matricielle H ∈ M3(C) une matrice définie par l’ex. précédent. On peut trouver la
forme canonique de h (associée à H ∈M3(C)) suivante ∀ x ∈ C3 :

h(x, x) = x̄1x1 + x̄2x2 − x̄3x3 = |x1|2 + |x2|2 − |x3|2

Définition 5.3. Formes hermitiennes définies positives
On dit qu’une forme hermitienne h non singulière (r = n) sur Cn est définie

positive si la f. quadratique associée vérifie :

h(x, x) = X∗HX > 0

Autrement dit, si r = p = n (L’indice est égal au rang).
La matrice H associée est dite aussi définie positive.
∗ Une déf. analogue est valable pour une f. hermitienne définie négative.

On a le résultat suivant :

Théorème 5.2. Une forme hermitienne est définie positive ssi il existe une matrice
non singulière C ∈Mn(C) t.q. H = C∗C

Définition 5.4. Formes hermitiennes semi-définies positives (ou positives)
Une forme hermitienne est semi-définie positive ou positive si la forme quadratique

associée satisfait h(x, x) = X∗HX ≥ 0 (ou si r = p < n). On dit que la matrice
associée est positive (ou semi-définie positive).
∗ Une définition analogue est valable pour les f. hermitiennes semi-définies néga-

tives.

Définition 5.5.
a) Une application h : E × E → C

(u, ν) 7→ h(u, ν), (u, ν) ∈ E2

est dite antihermitienne si :
i) h est linéaire par rapport à u
ii) h(u, ν) = −h(ν, u)

b) Une matrice antihermitienne H satisfait :

H∗ = −H
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Remarque 5.7.
Si H est hermitienne alors on vérifie que :

H = −iA ou A = −iH avec A antihermitienne.

D’après cette propriété et la réduction d’une matrice hermitienne ou sa forme hermi-
tienne associée, on a le :

Théorème 5.3.
i) Si h est une forme antihermitienne alors toute représentation matricielle par

rapport à une base donnée, est une matrice antihermitienne Ah.
ii) Il existe une base (ou une matrice P non singulière) dans E t.q. la représenta-

tion matricielle Ãh soit diagonale : Ãh = P ∗AhP .
La forme canonique B̃h est :

B̃h =

iIp 0
0 −iIr−p 0
0 0 0

 où
P = indice de − iAh
r = rang de Ah

Rappels - Définitions - Propriétés - Remarques sur les :
I. Espaces préhilbertiens (Unitaires - Euclidiens)
II. Espaces Vectoriels Normés

2 Espaces Préhilbertiens - Orthogonalité

1 Produit scalaire - Espaces Préhilbertiens
(Euclidiens-Unitaires)

Définition 5.6.
Une forme hermitienne h est non dégénérée : h(u, u) = 0 ssi u = 0

Définition 5.7.
Soit E un espace vectoriel sur le corps (commutatif) K.
On appelle produit scalaire une forme hermitienne définie positive non dégénérée,

notée 〈 , 〉 définie sur E, autrement dit, un produit scalaire sur E vérifie : ∀ a, b ∈
K u1, u2, u, ν ∈ E∣∣∣∣∣∣∣∣

(P.S.1) 〈au1 + bu2, ν〉 = a〈u1, ν〉+ b〈u2, ν〉

(P.S.2) 〈u, ν〉 = 〈ν, u〉

(P.S.3) 〈u, u〉 ≥ 0 et 〈u, u〉 = 0 ssi u = 0

Un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire 〈 , 〉 est un espace préhilbertien.
Si K = R, le produit scalaire est alors une forme bilinéaire symétrique sur E ; l’espace
E est très souvent appelé espace Euclidien.
Un espace Préhilbertien sur K = C est appelé aussi espace Unitaire.

Remarque 5.8.
D’après les propriétés (P.S.1) et (P.S.2) on vérifie l’antilinéarité du produit scalaire.

〈u, aν1 + bν2〉 = ā〈u, ν1〉+ b̄〈u, ν2〉
{
∀ u, ν1, ν2 ∈ E
∀ a, b ∈ K
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Exemple 5.3.
a) E = Rn Produit scalaire habituel :

∀ x = {x1, . . . , xn} ∈ Rn, y = {y1, . . . , yn} ∈ Rn

⇒ 〈x, y〉 ≡ x · y =
n∑
i=1

xiyi

⇒ (Rn, 〈 , 〉) espace Euclidien.

b) E = Cn Produit scalaire habituel :

∀ u = {a1, . . . , an} ∈ Cn, ν = {b1, . . . , bn} ∈ Cn

⇒ 〈u, ν〉 = u · ν =
n∑
i=1

aib̄i

⇒ (Cn, 〈 , 〉) espace Unitaire.

Exemple 5.4.
a) Soit E = MR(m,n). Alors la trace (somme des éléments diagonaux) du pro-

duit (BtA) ∀ A,B ∈MR(m,n)) définit un produit scalaire :

〈A,B〉 = Tr(BtA)⇒ (MR(m,n)〈 , 〉) espace Euclidien

Notons que (BtA) ∈Mn(R) donc la trace Tr(BtA) a un sens.
b) Soit E =MC(m,n). Alors la trace de (B∗A) définit un produit scalaire :

〈A,B〉 = Tr(B∗A) surMC(m,n) (MC(m,n), 〈 , 〉) espace Unitaire.

Exemple 5.5.
a) On considère l’espace vectoriel C[a, b] des fonctions numériques continues sur

[a, b] ⊂ R (avec 0 < a < b) alors on définit la forme bilinéaire symétrique :

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(t)g(t) dt

qui est un produit scalaire sur C[a, b] donc (C[a, b], 〈 , 〉) est un espace Euclidien.
b) De même, si f et g sont des fonctions continues complexes, sur l’intervalle réel

[a, b] ⊂ R, on définit la forme hermitienne définie positive :

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(t)ḡ(t) dt avec b > a ≥ 0

C’est un produit scalaire sur CC[a, b] l’espace vectoriel des fonctions continues
complexes sur l’intervalle réel [a, b]

⇒ (CC[a, b], 〈 , 〉) espace unitaire

Exercice : A vérifier que dans tous ces exemples on a bien un produit scalaire.

Exemple 5.6.

Espace `2 : {Espace des suites X = {Xi}i∈N vérifiant xi ∈ R
∞∑
i=1

|xi|2〈+∞

(Séries de carré-sommables)}

La forme bilinéaire symètrique : 〈X,Y 〉 =
∞∑
i=1

xiyi définit un produit scalaire sur

`2 donc (`2 〈 〉) est un espace Euclidien.
On a les résultats fondamentaux suivants connus sous le nom d’inégalités de “Schwartz”

et resp.“triangulaire” qui sont très utiles pour les applications et les démonstrations
d’autres propriétés des espaces préhilbertiens.
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X
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Z
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!

FIGURE 5.1 – L’orthogonalité dans R3, 〈X, Z〉 = 0, 〈X, Y 〉 = 0, 〈Y, Z〉 = 0 ⇔ cos θ =
0⇒ θ = π/2

Théorème 5.4. Soit (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien , alors : ∀ (x, y) ∈ E2

i) |〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉 (In. de Schwartz)
ii)
√
〈x+ y, x+ y〉 ≤

√
〈x, x〉+

√
〈y, y〉

2 Orthogonalité
Définition 5.8.

Comme en géométrie ordinaire de R3 ou R2, on dit qu’un élément x ∈ E (E, 〈 〉
espace préhilbertien) est orthogonal à y ∈ E si 〈x, y〉 = 0. Notation x ⊥ y.
rappel : en langage élémentaire cos θ = 0 θ = π

2 dans R3

Toujours avec l’hypothèse : (E, 〈 , 〉) espace préhilbertien.

Définition 5.9.
a) On appelle orthogonal de x ∈ E et on note x⊥ l’ensemble des éléments de E

orthogonaux à x
x⊥ = {y ∈ E : 〈x, y〉 = 0}

b) Si M = sous espace vectoriel de (E, 〈 , 〉), alors l’ensemble :

M⊥ = {y ∈ E : 〈x, y〉 = 0 ∀ x ∈M} =
⋂
x∈M

x⊥

est appelé l’orthogonal de M .

Remarque 5.9.
Si x ∈ M et x ∈ M⊥ on a 〈x, x〉 = 0 et d’après la propriété du produit scalaire

ceci équivaut à x = 0 d’où le :

Théorème 5.5. Soit (E, 〈 , 〉) espace préhilbertien et M sous-espace vectoriel de E,
alors :

M
⋂
M⊥ = {0}
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FIGURE 5.2 – Représentation graphique des normesN1 ≤ 2 (le “disque” de rayon 2), N2 ≤ 2
(le “losange”) et N3 ≤ 2 (le “carré ”) sur R2.

3 Espaces Vectoriels Normés

1 Norme d’un vecteur
Définition 5.10.

Soit x ∈ E (E espace vectoriel sur K)
On appelle norme de x sur E, toute fonction (notée ‖ · ‖)

‖ · ‖ : E → R+

x 7→ ‖x‖ qui vérifie les conditions suivantes :

N .1. ‖x‖ = 0⇔ x = 0

N .2. ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ , ∀ (λ ∈ K, x ∈ E)

N .3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀ (x, y) ∈ E2

∗ E muni d’une norme, noté (E, ‖ · ‖) s’appelle espace vectoniel normé.

Exemple 5.7.
a) E = R. La fonction x 7→ |x| est une norme sur R. Donc R muni de la norme

“valeur absolue” est un espace vectoriel normé.
b) E = Rk. On définit Ni : Rk → R+, i = 1, 2, 3, par

x ≡ (x1, x2, . . . xk)
N1−−→

√
x21 + x22 + . . .+ x2k = N1(x)

x ≡ (x1, x2, . . . xk)
N2−−→ |x1|+ |x2|+ . . .+ |xk| = N2(x)

x ≡ (x1, x2, . . . xk)
N3−−→ sup{|x1|, |x2|, . . . |xk|} = N3(x)

On montre facilement que N1, N2, N3 définissent 3 normes sur Rk, et que :

N3(x) ≤ N1(x) ≤ N2(x) ≤ k N3(x)
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Définition 5.11. Normes équivalentes
Deux normesN1 etN2 définies sur un espace vectoriel sont équivalentes ssi ∃ k1, k2 ∈

R∗+ t.q.
k1N2 ≤ N1 ≤ k2N2

Exemple 5.8. Les normes N1, N2, N3 définies sur Rk dans l’exemple 5.7 sont trois
normes équivalentes (deux à deux).

Dans un espace préhilbertien (espace vectoriel muni d’un produit scalaire), on peut
toujours définir une norme :

Définition 5.12. Norme dans un espace préhilbertien
Soit (E, 〈 , 〉) espace préhilbertien, alors l’application :

E → R+

x 7→ ‖x‖ =
√
〈x, x〉

définit une norme sur (E, 〈 , 〉) donc (E, ‖ · ‖) est un espace vectoniel normé.

Exemple 5.9. (A vérifier)
a)

E = Cn ∀ u ∈ Cn (v. ex. 1.1.2.b)

‖u‖ =
√∫

i
|ui|2

b)
E = UR(m,n) avec 〈A,B〉 = Tr(BTA) (v. ex. 1.2.a)

⇒ ∀ A ∈ UR(m,n) ‖A‖ =
√
Tr(ATA)

c)
E =MC(m,n) avec 〈A,B〉 = Tr(B∗A) (v. ex. 1.2.b)

⇒ ∀ A ∈MC(m,n) ‖A‖ =
√
Tr(A∗A)

d)
E = C[a, b] avec 〈f, g〉 =

∫ b
a
f(t)g(t)dt (v. ex. 1.3.a)

⇒ ∀ f ∈ C[a, b], ‖f‖ =
√∫ b

a
f2(t)dt

e)
E = Cc[a, b] avec 〈f, g〉 =

∫ b
a
f(t)ḡ(t)dt (v. ex. 1.3.b)

⇒ ∀ f ∈ CC[a, b], ‖f‖ =
√∫ b

a
|f(t)|2dt

f)

E = `2 (v. ex. 1.4) Espace de suites, avec X = {xi}i∈N
∑
i

|xi|2 < +∞

avec

〈X,Y 〉 =

∞∑
i=1

xiyi ⇒ ‖X‖ =

√√√√ ∞∑
i=1

|xi|2



Chapitre 6

Normes matricielles
Opérateurs Normaux -
Autoadjoints - Unitaires
Appl. de l’Algèbre linéaire à
l’Analyse numérique

1 Systèmes Orthonormaux

1
Définition 6.1.

SoitE, 〈 〉 un espace préhilbertien de dimension quelconque. La famille d’éléments
de E :

F = {ui i ∈ I ⊂ N |ui ∈ E, ∀ i ∈ I}
est un système orthonormal pour E ssi

〈ui, uj〉 =

{
1 si i = j

0 si i 6= j
(6.1.1)

Autrement dit les éléments de F sont de norme 1 et ils sont orthogonaux deux à deux.
Si en plus les ui sont linéairement indépendants et engendrent l’espace E tout entier,
on dit que F est une base orthonormale pour E.

Etant donné une base quelconque B ⊂ E, on peut toujours en construire une autre
qui serait orthonormale, par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt qu’on
présente ci-dessous, ainsi que l’algorithme associé :

Théorème 6.1. Orthonormalisation de "Gram-Schmidt"
Soit (E, 〈 〉) un espace préhilbertien, et soit la suite (finie ou infinie) de vecteurs

linéairement indépendants de E :
U = {u0, u1, . . . , un, . . .}. Pour tout n soit Ln le sous-espace de E engendré par

Un = {u0, u1, . . . , un}. Si :

75



76 EISTI-1re année-Support du Cours Maths. par M.Manolessou

ψ0 = u0 et ∀ n ≥ 1 ψn+1 = un+1 − PLn
(un+1) où PLn

est la projection ortho-
gonale de un+1 sur Ln alors :
⇒ La suite {ψn} est un système orthogonal et pour tout n les vecteurs ψ0, ψ1, . . ., ψn
engendrent Ln.

On en déduit l’algorithme pratique suivant :

Algorithme 6.1.
Algorithme d’orthonormalisation (Gram-Schmidt)
Soit (E, 〈 〉) espace préhilbertien.

A partir de U = {u0, u1, . . . , un, . . .} système de vecteurs linéairement indépendants,
on construit :

a) ψ = {ψ0, ψ1, . . . , ψn, . . .} système de vecteurs orthogonaux
et b) φ = {φ0, φ1, . . . , φn, . . .} système de vecteurs orthonormaux

On pose

ψ0 = u0 φ0 =
ψ0

‖ψ0‖
et pour tout n ≥ 1

φn =
ψn
‖ψn‖

avec ψn = un +

n−1∑
i=0

λinφi

détermination des λjn
j=0,1,...,n−1

, (comme on doit vérifier l’orthogonalité) :

〈φn, φj〉 = 0 ∀ j = 1, . . . , n− 1 ⇔ 0 = 〈un, φj〉+ λjn ⇒ λjn = −〈un, φj〉

⇒

φ0 =
u0
‖u0‖

; φn =

un −
n−1∑
j=0

〈un, φj〉φj∥∥∥∥∥un − n−1∑
j=0

〈un, φj〉φj

∥∥∥∥∥
≡ ψn
‖ψn‖

(6.1.2)

Exemple 6.1. Polynômes orthogonaux -Cas des Polynômes de Legendre

On considère l’espace L2 muni du produit scalaire : 〈f, g〉 =
∫ +1

−1 f(x)g(x)dx.
Soit le système U = {u0(x) = 1, u1(x) = x, u2(x) = x2, . . . , un(x) = xn, . . .}.
Application de l’algorithme d’orthonormalisation donne :

u0 = 1 donc φ0 =
1[

+1∫
−1
dx

]1/2 =
1√
2

(6.1.3)

ψ1 = u1 − 〈u1, φ0〉φ0 = x−
+1∫
−1

x√
2
dx

1√
2

= x− 0

⇒ ψ1 = x et φ1 =
ψ1

‖ψ1‖
=

x[
+1∫
−1
x2dx

]1/2 =
x√
2

3

⇒ φ1 =

√
3

2
x (6.1.4)
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En continuant de la même façon on trouve :

ψ2 = x2 − 〈x2, φ1〉φ1 − 〈x2, φ0〉φ0

on a : 〈x2, φ1〉 =

√
3

2

+1∫
−1

x3dx = 0 et 〈x2, φ0〉 =
1√
2

+1∫
−1

x2dx =

√
2

3

a) ⇒ ψ2(x) = x2 − 1

3
et ‖ψ2(x)‖2 =

+1∫
−1

(
x2 − 1

3

)2

dx =
8

45

b) ⇒ φ2(x) =
ψ2(x)

‖ψ2(x)‖
=
x2 − 1

3

2

3

√
2

3

⇒ φ2(x) =

√
5

2

3x2 − 1

2
(6.1.5)

et φ3(x) =

√
7

2

1

2
(5x3 − 3x) (A vérifier !) (6.1.6)

C’est la méthode (pas la plus rapide !) canonique pour engendrer les polynômes de
Legendre normalisés :

φn(x) =

√
2n+ 1

2
Pn(x) (6.1.7)

2 Normes ‖ ‖p - Inégalité de Hölder
Présentons sans démonstration le résultat suivant

Théorème 6.2.
Soit E un espace vectoriel avec dimKE = n <∞.
i) Pour tout nombre réel p ≥ 1, l’application ‖ ‖p définie par :

‖ · ‖p : E → R+

u 7→ ‖ν‖p =

[∑
i

|νi|p
]1/p

est une norme sur E.
ii) Soit p > 1 et q > 1 et t.q.

1

p
+

1

q
= 1 alors :

∀ (u, ν) ∈ E2 on a la généralisation suivante de l’inégalité Cauchy-Schwartz :

n∑
i=1

|uiνi| ≤

[
n∑
i=1

|ui|p
]1/p [ n∑

i=1

|νi|q
]1/q

(6.2.8)

(Inégalité de Hölder)

Remarque 6.1.
a) Pour p = q = 2 on retrouve la norme "Euclidienne" et l’inégalité Cauchy

Schwartz.
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b) L’inégalité de la 3ème propriété de la norme ‖ · ‖p (sous-additivité) est souvent
utilisée sous le nom d’inégalité Minkowski :

‖u+ ν‖p ≤ ‖u‖p + ‖ν‖p[∑
i

|ui + νi|p
]1/p

≤

[∑
i

|ui|p
]1/p

+

[∑
i

|νi|p
]1/p

(6.2.9)

c) Les normes ‖ · ‖p sont toutes équivalentes car :

Théorème 6.3.
Dans un espace de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

3 Normes matricielles
En ajoutant une propriété supplémentaire aux 3 propriétés fondamentales défi-

nissant une norme sur un espace vectoriel, on peut munirMn(K) d’une norme matricielle.

Définition 6.2.
Soit A ∈Mn(K). L’application ‖ · ‖ :Mn(K)→ R+ est une norme matricielle

si les propriétés suivantes sont vérifiées : ∀ A,B ∈Mn(K) , ∀ α ∈ K,

‖A‖ ≥ 0; et ‖A‖ = 0⇔ A = 0

‖αA‖ = |α| ‖A‖

‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖

‖AB‖ ≤ ‖ A‖‖B‖

Exemple 6.2.
On considère Cn espace vectoriel normé, muni des normes (équivalentes) vecto-

rielles :

∀ ν ∈ Cn 7→


‖ν‖1 =

∑
i

|νi|

‖ν‖2 =
√∑

i

|νi|2 = 〈ν, ν〉1/2

‖ν‖∞ = max
i
|νi|

alors on montre que les applications suivantes définissent des normes matricielles dans
Mn(C) , et ∀ A ∈Mn(C) :

– i)

‖A‖1 ≡ sup
ν 6=0

‖Aν‖1
‖ν‖1
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– ii)

‖A‖2 ≡ sup
ν 6=0

‖Aν‖2
‖ν‖2

– iii)

‖A‖∞ ≡ sup
ν 6=0

‖Aν‖∞
‖ν‖∞

On présente le résultat qui donne un moyen simple pour construire une norme ma-
tricielle à partir d’une norme vectorielle.

Théorème 6.4. (Norme matricielle subordonnée)
Soit Cn l’espace vectoriel normé, (isomorphe à tout espace vectoriel sur C, de

dimension n) muni de la norme vectorielle ‖ · ‖,
⇒ L’application

‖ · ‖M : Mn(C) → R+

A 7→ ‖A‖M

où
‖A‖M = sup ‖Aν‖ = sup ‖Aν‖

ν ∈ Cn ν ∈ Cn
‖ν‖ ≤ 1 ‖ν‖ = 1

(i) est une norme matricielle appelée norme matricielle subordonnée à la norme
vectorielle ‖ · ‖

(ii) ‖Aν‖ ≤ ‖A‖M‖ν‖ ∀ ν ∈ Cn.

Exemple 6.3.
1. Les normes définies par Ex.6.2 sont précisément des normes matricielles subor-

données aux normes vectorielles associées.
2. L’application ‖ · ‖E :Mn(K)→ R définie par

‖A‖E =

∑
ij

|aij |2


1/2

est une norme matricielle mais non-subordonnée à une quelconque des normes
vectorielles de Cn (ou E ∼ Cn).

4 Adjoint d’un opérateur

1
Dans tout ce paragraphe (4) on considère un espace préhilbertien (E, 〈 〉) de di-

mension finie : dimK E = n <∞.
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Définition 6.3.
Soit f ∈ LK(E) (opérateur linéaire ou endomorphisme surE). On appelle opérateur adjoint

de l’opérateur f et on note f∗, l’ opérateur unique qui vérifie :

〈f(u), ν〉 = 〈u, f∗(ν)〉 ∀ (u, ν) ∈ E2 (6.4.10)

Remarque 6.2.
Si l’espace préhilbertien E est de dimension infinie, on ne peut pas toujours définir

l’adjoint d’un opérateur Iinéaire sur E. On montre facilement le :

Théorème 6.5.
Soient f, g ∈ LK(E) alors :
i)

(f + g)∗ = f∗ + g∗ ; (λf)∗ = λ̄f∗ ∀ λ ∈ K
(K = R ou C)
(fg)∗ = g∗f∗ ; (f∗)∗ = f ; rg f∗ = rg f

ii) Si Af ∈ Mn(C) est la matrice associée à f par rapport à une base orthonor-
male,
⇒ la matrice Af∗ associée à f∗ par rapport à la même base orthonormale est
la “matrice adjointe”

(≡ transposée de la complexe conjuguée) de Af ⇔ Af∗ = A∗f
déf
≡ A

T

f

Exemple 6.4.
Soit f ∈ LC(C3) défini par :

f(x, y, z) = (x+ jz, y+ 6jz, 4x+ (2− j)y+ 5z) alors dans la “base canonique” de
C3 on a :

Af =

1 0 j
0 1 6j
4 2− j 5

⇒ Af∗ = A
T

f =

 1 0 4
0 1 2 + j
−j −6j 5


⇒ f∗(x, y, z) = (x+ 4z, y + (2 + j)z, −jx− 6jy + 5z)

2 Opérateur Normal
Définition 6.4.

Soit f ∈ LK(E). On dit que f est un opérateur normal si il commute avec son adjoint :

f f∗ = f∗ f

Exemple 6.5.
Soit f ∈ LK(E), alors l’opérateur f f∗ (resp. f∗ f est un opérateur normal car :

(f f∗)∗ = f f∗ ⇒ (f f∗)∗(f f∗) = (f f∗)(f f∗)∗
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3 Opérateur Autoadjoint (ou Hermitien)
Définition 6.5.

f ∈ LK(E) est un opérateur autoadjoint (ou opérateur hermitien) si il est égal à
son adjoint : f = f∗.

Exemple 6.6.
L’opérateur f f∗ (ou f∗f ) de l’ex. 6.5 est un opérateur autoadjoint puisqu’on a

montré que (f f∗)∗ = f f∗.

4 Opérateur Unitaire
Définition 6.6.

U ∈ LK(E) est un opérateur unitaire si il est non singulier et il vérifie :

U−1 = U∗

Proposition 6.1.
Dans un espace vectoriel normé, tout opérateur unitaire conserve les normes car :

(E, ‖ · ‖) ∀ u ∈ E et U−1 = U∗

⇒ ‖Uu‖2 = 〈Uu,Uu〉 = 〈u, U∗Uu〉 = 〈u, u〉 = ‖u‖2

Remarque 6.3.
Dans les espaces Euclidiens (préhilbertiens réels carK = R) les opérateurs autoad-

joints (resp. unitaires) sont les opérateurs symétriques (resp. orthogonaux) et les ma-
trices associées hermitiennes Af = Af∗ = A∗f (resp. les matrices associées unitaires
U−1 = U∗) sont les matrices symétriques A = AT (resp. orthogonales O−1 = OT ).

On peut montrer facilement le théorème suivant :

Théorème 6.6.
Dans un espace préhilbertien (E, 〈 〉) (resp. dansMn(K)).
i) Tout opérateur autoadjoint (resp. toute matrice hermitienne) est un opérateur

normal (resp. est une matrice normale AfAf∗ = Af∗Af ),
ii) Tout opérateur unitaire (resp. toute matrice unitaire) est un opérateur normal

(resp. est une matrice normale).

Résumons les résultats précédents sur le tableau ci-dessous

Espaces Préhilbertiens (E, 〈 〉)
Espaces Unitaires K = C Espaces Euclidiens K = R

Opérateurs, f ∈ LK(E) normaux f f∗ = f∗f

(Matrices Af ∈Mn(K) normales)
Opérateurs Autoadjoints ⇔ Opérateurs Symétriques
(Matrices Hermitiennes) ⇔ (Matrices Symétriques)

Opérateurs Unitaires ⇔ Opérateurs Orthogonaux
(Matrices Unitaires) ⇔ (Matrices Orthogonales)
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En Physique (Mécanique Quantique) et en Analyse Numérique, on étudie et on uti-
lise très souvent des opérateurs (ou des matrices) particuliers comme ci-dessus d’où
l’importance du théorème fondamental de la réduction des matrices (ou leurs endo-
morphismes associés) normales, hermitiennes, symétriques, unitaires ou orthogonales,
qu’on présente sans démonstration (Exercice !).

Théorème 6.7.
Etant donné une matrice normale A ∈Mn(K),
i) Il existe une matrice unitaire U ∈Mn(K), telle que la matrice :
Ã = U−1AU soit diagonale.

ii) a) Les éléments diagonaux de la matrice Ã du i) sont les valeurs propres de la
matrice normale A.

b) Si A est une matrice hermitienne (resp. unitaire) les valeurs propres sont
réelles (resp. complexes de module 1).

iii) Les vecteurs colonnes de la matrice de passage unitaire U sont les vecteurs
propres de A et forment une base orthonormale de Cn.

iv) Si A ∈Mn(K) est hermitienne les vecteurs propres associés à la même valeur
propre λ ∈ R forment une base orthonormale du sous-espace propre associé Vλ.

5 Opérateurs Positifs
Les opérateurs hermitiens (ou matrices hermitiennes) fournissent aussi des infor-

mations sur la “positivité” des opérateurs dans un espace préhilbertien, par le théorème-
définition suivant :

Théorème 6.8. ( Opérateurs Positifs)
Soit P ∈ LK(E) les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) P est positif (resp. défini positif).
(b) P = T 2 où T est un opérateur autoadjoint (resp. P = T 2 où T est autoadjoint

non singulier)
(c) P = S∗S pour un certain S. (resp. P = S∗S où S est non singulier)
(d) P est un opérateur autoadjoint et 〈P (u), u〉 ≥ 0 ∀ u ∈ E (resp. P autoad-

joint et 〈P (u), u〉 > 0, ∀ u 6= {0} ∈ E)

6 Rayon Spectral - Théorème Spectral
Définition 6.7.

On appelle rayon spectral d’un opérateur f ∈ LK(E) (ou d’une matrice Af ∈
Mn(K)) le plus grand des modules des valeurs propres de f :

ρ(A) = max
i
{|λi(Af )|, 1 ≤ i ≤ n} (= rayon spectral de Af∗)

On peut montrer la propriété suivante (v.T.D) pour les normes matricielles ‖A‖2
définies plus haut.
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Théorème 6.9.
Si A ∈Mn(K), alors :

i) ‖A‖2
déf
= sup

u6=0

‖Au‖2
‖u‖2

=
√
ρ(A∗A) =

√
ρ(AA∗)

ii) Si ‖ · ‖ est une norme matricielle (subordonnée ou pas), alors :

ρ(A) ≤ ‖A‖

iii) La norme ‖A‖2 est invariante par transformation unitaire.
iv) Si la matrice A est normale alors ‖A‖2 = ρ(A).

On présente finalement un résultat important pour ses applications en Mécanique
Quantique et Analyse Numérique, le théorème qui établit la décomposition d’un opé-
rateur (ou de sa matrice associée) en projections orthogonales.

Théorème 6.10. (Th. spectral)
Soit f un opérateur normal sur (E, 〈 〉) (resp. matrice normale Af∗ )

⇒ Il existe des opérateurs “projections orthogonales” f1, f2, . . . , fr sur E et des sca-
laires λ1, λ2, . . . , λr (∈ K) tels que :

(i) f = λ1f1 + λ2f2 + . . . λrfr
(ii) f1 + f2 + . . . fr = I
(iii) fifj = 0 ∀ i 6= j

Exemple 6.7.
Supposons avoir effectué la réduction d’un endomorphisme f normal. Considérons

la matrice associée diagonale Ãf :

Ãf =

3 0 0
0 2j 0
0 0 −2


On définit :

A1 =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ;A2 =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ;A3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 1


On vérifie facilement que :

A2
i = Ai (projection) et


Af = 3A1 + 2jA2 − 2A3

3∑
i

Ai = I ; AiAj = (0), ∀ i 6= j
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5 Algèbre linéaire et Analyse Numérique
On présente deux des plus importants résultats pour les études matricielles en Ana-

lyse Numérique.

1 Valeurs Singulières ou
“Diagonalisation” des matrices “Rectangulaires”

Définition 6.8.
Pour une matrice carrée A ∈ Mn(K), on appelle valeurs singulières de A, les

racines carrées positives des valeurs propres de l’opérateur

On fait une extension de cette notion pour une matrice rectangulaireA ∈MC(m,n)
par le théorème suivant, qui fournit simultanément la diagonalisation de la matrice rec-
tangulaire A.

Théorème 6.11.
Soit A ∈MC(m,n)
⇒ ∃ une matrice unitaire U ∈Mm(C) et une autre matrice unitaire V ∈Mn(C)

telles que :

U∗AV =



µ1 0 0
... 0

0 µ2 0 0
... 0

0 0
. . . 0

... 0

· · · · · · · · · µr
... 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


avec µi > 0 ∀ 1 ≤ i ≤ r et r = rg A

Les nombres réels positifs µi s’appellent les valeurs singulières de la matrice A, et
sont les racines carrées positives des valeurs propres de la matrice carrée autoadjointe
A∗A.

2 Théorème de Gerschgörin - Hadamard
Quand on étudie la stabilité de certains systèmes et souvent en Analyse Numéri-

que (en particulier quand la diagonalisation de certaines matrices est impossible ou
très difficile) on se contente d’explorer certains voisinages D` (dans C) des valeurs
propres λ` ; ainsi au lieu de les déterminer complétement on essaie de les localiser
d’une certaine manière. Le résultat suivant fournit précisément la “localisation” des
valeurs propres deA. On utilise la notation Sp(A) pour l’ensemble des valeurs propres
(spectre) de A.

Théorème 6.12. (Gerschgörin- Hadamard)
Soit A = {aij ∈ Mn(C). On définit les “disques de Hadamard” sur le plan C

par :

D` =

z ∈ C ; |z − a``| ≤
∑
j 6=`

|a`j |


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⇒ Sp(A) ⊂
n⋃
`=1

D`

Preuve
Soit λ ∈ Sp(A) et soit v un vector propre de A associé à cette valeur propre :

(A− λI)v = 0 (6.5.11)

Considérons la plus grande en module composante de v notée vl :

|vl| ≥ |vi| ∀ i = 1, 2, . . . , n (6.5.12)

Conséquence : vl 6= 0 et de l’equ. 6.5.11 on écrit :

(λ− all)vl =
∑
i6=l

alivi (6.5.13)

En prenant les modules on peut majorer :

|λ− all|||vl| ≤
∑
i6=l

|ali||vi| ≤ |vl|
∑
i 6=l

|ali| (6.5.14)

Donc :
|λ− all| ≤

∑
i 6=l

|ali| (6.5.15)

ou d’une manière équivalente

λ ∈ D` (q.e.d.)

Exemple 6.8.
Soit la matrice :

A =


7 −2 −1 0
−2 7 −1 −1
−1 −1 7 2
0 −1 2 7


d’après le théor. 6.12 toutes les valeurs propres (réelles car A symétrique réelle) se
trouvent dans un “cercle” (intervalle) de centre 7 et de “rayon” 4.

Exemple 6.9. (TD5 la matrice C)
Voir figure 6.1

C =

 3 0 0
0 1 0
5 1 3

 ∈M3(R)

Polynôme caractéristique :

Pf = (x− 1)(x− 3)2

les disques de Hadamard sont donnés par :

D
(1)
3 = {z ∈ C ; |z − 3| = 0}
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31

z

z

I

R
0

D
3

(2)

FIGURE 6.1 – Représentation graphique des disques D(1)
3 (réduit au point 3), D1 (réduit au

point 1) et D(2)
3 de rayon 6. les valeurs propres 3 (de multiplicité 2) et 1 appartiennent à l’ union

des trois disques.

D1 = {z ∈ C ; |z − 1| = 0}

D
(2)
3 = {z ∈ C ; |z − 3| ≤ 6}

On remarque que les disques de centre 3 et 1 ont des rayons zéro autrement dit ils sont
réduits aux deux points isolés 3 (valeur propre de multiplicité 2) et 1 l’autre valeur
propre de la matrice.

Exemple 6.10. (TD6 la matrice A)
Voir figure 6.2

A =

 1 1 0
2 0 −2
−1 1 −1

 ∈M3(R)

Polynôme caracteristique :

PA = (x− 2)(x2 + 2x+ 3)

Il y a donc 3 racines simples distinctes (⇔ trois valeurs propres) :
λ1 = 2

λ2 = −1− i
√

2

λ3 = −1 + i
√

2
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D0

D(-1)

D1

!1

!3

!2

-1 0 Re z

Im z

FIGURE 6.2 – Représentation graphique des disques de Hadamard D0, D(−1) et D1. Les
valeurs propres λ1, λ2 et λ3 appartiennent à l’union des trois disques.
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