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EXERCICE 1: (3 points)

2 1 0
Soit M=|-3 -1 1
1 0 -1

1. Calculer M2 et vérifier que M*=0.
2. Exprimer (I-M)(I+M+M?) et en déduire que I-M est inversible. Préciser son inverse.

EXERCICE 2 (5 points)

0 1
1) Calculer N¥, k=1, ou N=|0 2
0 0

1 2
2) Soit la matrice A=|0 1
0 0

Exprimer A en fonction de N et en déduire A", n=1.

EXERCICE 3 (5 points)

Soit mOR. On considére la famille de vecteurs de R* , B={e,,e,,e;} avec e,=(m,1,1); e,=(1,m,1), e;=(1,1,m).

1. déterminer suivant les valeurs de m le rang de la famille B.

2. soit A=

— ()
[ S —
U9 =

a) Montrer que la matrice A est inversible et calculer son inverse.
b) Résoudre le systéme

33X, X, tx=-2

X +3x,+X5=8

X +X,+3X5=-6

EXERCICE 4 ( points)

Résoudre dans R * le systéme suivant,

Ox+y+tz+tt=1
Ix -3yt z+t=a
Uy + y-3z+t=a
gx+ y+z-3t=a’

2

1. Par la méthode du pivot de Gauss.

2. En résolvant I’équation matricielle associée.
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EXERCICE 3 (6 points)

1) Soit A une matrice réelle d'ordre 3 vérifiant A* -2 A? — A+ 2 I = 0;. Montrer que A est inversible et
calculer son inverse.

2) Soit AOM,(C ) telle que A™+A™+.. . +A+],=0.

a. Montrer que A est inversible et calculer son inverse.
b. Calculer I'inverse de

LA i
= 1 .
i+ 2 2i+2 -i- 2]

2) Montrer que si A est nilpotente alors A-al,, ou aJC °, est inversible.

EXERCICE 1

Soit a un réel. On note note By=(e,,e,,€3,¢4) la base canonique de R*.

On note f I’endomorphisme de R* dont la matrice relativement a la base canonique est

a+1 1 0 -1
1 a+2 -1 =2
0 1 a-1 -1
1 2 -1 a-2

A= On note rg(A) le rang de la matrice A.
Partie I:
1) calculer det(A).
On exprimera le résultat sous la forme det(A)=Aa’(a’-1) ou A est un réel non nul a définir.
2) Pour quelle valeur de a, la matrice A est-elle inversible?
Partie 11:
On suppose dans cette question que a=1.
1) Ecrire A dans ce cas. Justifier que: rg(A)< 3.
2) en utilisant un déterminant mineur, montrer que: rg(A)= 3. Déduire rg(A).
3) calculer u=f(e,), u,=f(e,) et u;=f(e,).
i.  Montrer que (u;,u,,u3) est une famille libre de Im f.
ii. déduire que (u;,u,,us) est une base de Im f.

partie 111

1) Ecrire la matrice A lorsque a=-2.

2) Justifier que le systéme linéaire (S,) d'inconnues (x,y,z,t) admet une solution (x,y,z,t) unique dans R*.

X+y—t=3
x-z—-2t =1
S
S y-3z—-t=0

x+2y-z-4t=1
Résoudre (S;) a I'aide du pivot de Gauss.
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Exercice 3

Pour tout couple (a,b) de R %, on note M, la matrice
Ha b b
b a b

1)
2)

3)

4)

b b af

Exprimer la matrice Mg, en fonction de la matrice identité I; et d’une matrice A
indépendante de a et b.

a. Déterminer le rang de la matrice A.

b. Montrer que la matrice A est inversible et calculer son inverse.

a. Montrer que ’ensemble E des matrices M) quand (a,b) décrit R ?, muni des opérations

usuelles est un sous-espace vectoriel de M ;(R ). Donner une base de E.

b. Déterminer toutes les matrices de E de la forme M*=I;.
Soit u I’endomorphisme de R * dont la matrice associée relativement a la base canonique est
My (a et b fixés). Soient f;=(1,1,1), £6=(-1,0,1) et £5=(0,-1,1).

a. Montrer que {f,,f,,f;} est une base de R *.

b. Donner la matrice de passage de la base canonique dans cette nouvelle base.

c. Soient X un vecteur dans la base canonique et X’ le méme vecteur avec ses coordonnées
dans la nouvelle base. Donner la relation entre X et X’. En déduire la matrice de u dans
cette base.
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Exercice 3

0 0 4
1) La matrice N est nilpotente d’ordre 3, i.e N? = 20 8 8H et N*=0, k>3.

o

2) On remarque que A=I;+N, d’ot A"=(I;+N)". On peut appliquer la formule du bindme car I; et N

n n Hl 2n n+ 211(11 = I)H
commutent, d’ou A" = Z CIN'IY " = kz CIN* = CIN"+ CIN'+ CIN* =
=) =)

D0 0 0 :
Exercice 2

Hz 1 -4 -1 H21—4—1H H21—4—1H
1) a. rgf‘ rgA = rgf_ 1 1/2 (2) 2DL3 ]_:“2]_; gDO ‘2‘ g gDL3.1_:2—2L3rgD8 g 8 D' 3.

Ho o o 3f oo o 3§ o o o 3H

D’aprés le th. du rang nous avons dim(Ker f)=dim(R *)-dim(Im f)=4-3=1.
Or fest injective = Ker f={0} < dim(Ker f)=0, donc f n’est pas injective. De plus, f va de R * dans R “, donc injective
= surjective < bijective. Donc fn’est rien de tout cela.
b. Soit ullKer f, alors f(x)=0. Si on note X='(x,y,z,t) les coordonnées de u dans la base canonique alors 1’égalité s’écrit
sous la forme matricielle AX=0, ce qui conduit au systéme,

H2x+}6 4z-t=0 Ix = 2z

0 Osyr 2242620 = L .

Btz o) oy=1t=0
= Ker f={(22,0,z,0), zLIR }. Donc une base de Ker f est donnée par le vecteur (2,0,1,0).

Im f est engendré par les colonnes de la matrice A, de plus dim(Im f)=3, ce qui signifie que 3 colonnes parmi les 4 sont
libres. On peut remarquer que C;=-2C, donc une base de Im f est {(2,0,-1,0),(1,4,1/2,0),(-1,0,2,3)}.
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