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Bonjour,

les sujets sont a rendre a I'entrée des vacances. Veuillez respecter 'attribution des sujets. Les €léves
sont aussi invités a faire les autres sujets pour préparer l'examen d'algébre. Si vous avez des
questions, n'hésitez pas de me laisser un message. (mail: a_nisrine@yahoo.fr)

Bonnes vacances et bonnes fétes.

Nisrine Fortin-Camdavant
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Exercice 1:
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Sujet 1:

Soit A une matrice carrée d’ordre n. On suppose A nilpotente d’ordre p , c'est-a-dire A’=0 et AP'#0.
a) Montrer que A n’est pas inversible .
b) Déterminer les valeurs propres de A ainsi que son polynome caractéristique .
¢) Onpose B=A+1. Calculer det B . En déduire que B est inversible et donner son inverse.
d) Calculer les valeurs propres de B. B est-elle diagonalisable?

Exercice 2:

8
A I’aide du théoréme de Cayley Hamilton, évaluer A* pourk 0N lorsque A=[ 2
2
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Exercice 3:

HZ 6 -3 -3H

» . 105 0-67

On considére la matrice 4 = 9 -1 -9l
ﬁo 30 —4@

1) Calculer A% puis montrer que A>-A—-21,=0..

2) Montrer que A est diagonalisable.

3) Donner, en justifiant, le polyndme minimal P, (A)(X).

4) Donner la dimension de Ker (A — 2 14); en déduire le polyndme caractéristique P.(A)(X) .
5) A est -¢elle inversible? Si oui, calculer A~' par la méthode de votre choix.

6) Montrer qu’il existe une matrice P inversible de M4(R) et une matrice B de M4(C) qu’on déterminera

telles que A=P B?P ', puis montrer qu’il existe une matrice C de M 4(C) telle que A=C?*.

7) Montrer qu’il existe des matrices K et L de My(R) tellesque 0 n0 N A" = 2" K + (-1)" L.

Déterminer K et L puis donner K? et L? et expliquer les résultats obtenus.

Exercice 4:

Dl 1 12137
Résoudre le systéme différentiel X *(t)=A X(t) avec X(f) = [ xz(t) 0 lorsque: 4=00 2 00 (utiliser
=y, (1) 110 0¢

un changement d’inconnues )

Exercice 5:

Soit Py un plan affine d’un espace affine. Soit ABC un triangle de P,. On note Ay, B, et Cy les milieux
respectifs des [BC], [AC] et [AB]. Soit P un plan parall¢le a Py et O un point hors de P et de P,. Les droites
(OA), (OB) et (OC) coupent P en Ag, Boo et Coo respectivement.

Montrer que (AoAg), (BoBoo) et (CoCqo) sont concourantes ou paralléles.
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Sujet 2:
Exercice 1 :
H 4 -1 -2
Soit A=00 1 07
11 -1 1]
1) Calculer A".
I 1]
2) SoitUj: 127 et ( U, )lasuitedéﬁniepar U,, = 4u,.
1 3]
3) Déterminer U, en fonctionden .

Exercice 2:

1) Montrer qu’il existea,b,créelstelsque: ] nUUN , A"=aP,+bN+c P, avec P,, P, matrices

associées a des projecteurs et N une matrice nilpotente; puis que P, , N, P, sont solutions d’un
systéme matriciel.

2) Endéduire P, , N, P, puis A".
Exercice 3:
-3 -1 2
Soit A = 0 -15 -7 11 [.Montrer que A est nilpotente et calculer e'*.
H-14 -6 10 f

Exercice 4:

+o 2n + 0 2nt1
On admet que Vx€R, cosx = Z (-D" (2n)! et sin x = Z (-1" _(2 P D)l
=0 n): ) n .

0 -x cosx - sinx 0 x chx shx
Montrer que  €Xp = . et eXp =
% x 0 E % sinx  COSX E H x 0 E E shx chx %

Exercice 5:
Soient D; et D, deux droites d’un plan affine sécantes en O, deux autres droites A; et A, sécantes en ('

Din D, ={0};Din A ={A}; Din A, ={B}; Don A ={B'} ;Don A ={A'tet A n A, ={0'"}

Montrer que les milieux de [AA’], [BB'] et [OO’] sont alignés.
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Sujet 3:
Exercice 1:
] x, 1] } 12 13]
On considére le systéme différentiel X °(t) =A X(t) avec X(f)= [ xz(t ) Jetd=00 2 07.
[ [
) ¢ 110 0F
Partie A:

a) Montrer que si I’on note f I’endomorphisme canoniquement associé¢ a A, on a les relations suivantes:
f=-pi+2p2+3ps (pi,p2,ps projecteurs )

etf - e_tplOQthz Oe3tp3
) t 0 (_l))‘l + 0 (2[‘)" + 0 (3{)”
SR DR A S R
etf = e-tpl + eth2 + e3tp3

puisque e = ¢ Pi+ o2 Prt+ o3 Ps (P, P,,P; matrices de projection)
b) Montrer que Py, P,, P;sont solutions d’un systéme linéaire.

¢) Montrer qu’il existe un polyndme P, de degré 2 vérifiant: P,(A,)=1, P,(A,)=P,(A,)=0 lorsque
A #EA, A, #A,, A #A,; puisque P =P, (4)

En déduire I’expression de P}, P, , P; comme polynomes en A.

d) Al’aide des questions précédentes, résoudre le systeme X’(t) = A X(t).

Partie B:
E e’ 0 0 H
i.  Montrer qu’on peut trouver une matrice P telle que: ¢ = PI 0 ¢* 0 I p-
[ O 0 3t D
I €

.. . \ sr s - A!t \
ii. Montrer que la solution du systtme s’écrit: X(f) = 2 c, e v, ou vOKer (A' b1 3) et
i=1

résoudre le systéme.
Exercice 2:
Soient A,B,C trois points indépendants d’un plan affine E. Soient M, et M, deux points distincts de E définis
par un triplet de coordonnées barycentriques (X;, yi, z;) avec x; +y, +2z; =1 pour M, et (X,, 2, Z2) avec

X>1y,+2z,= 1 pour M, par rapport a (A,B,C).

1. 1. A quelle condition un point M défini par un triplet de coordonnées barycentriques (X, y, z) avec

x+y+z= 1 appartient-il a la droite (M;M,) ?

2. Soit P un point de coordonnées barycentriques (Xp, Yr, Zp ) avec Xp +yp+zp= 1. Soit A, le milieu de

[BC] et A’ le symétrique de P par rapport a A,.
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Déterminer un systéme de coordonnées barycentriques (Xar, Yar , Za') avec Xar + yar +Za = 1 de A’

par rapport a (A,B,C).

Soit B; le milieu de [CA] et B’ le symétrique de P par rapport a B;. Soit C, le milieu de [AB] et C' Ie
symétrique de P par rapport a C,. Montrer que les droites (AA'), (BB’) et (BB’) sont concourantes en

un méme point Q.

Montrer que Q, P et G sont alignés (avec G isobarycentre de A, B et C).



