RAPPELS SUR LES MATRICES

Applications linéaires

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K.
On suppose que E est de dimension p=1, muni d’une base (ei,...,ep).
On suppose que F est de dimension n=1, muni d’une base (€i,...,E,).
Soit f une application linéaire de E dans F. Alors on détermine la matrice associée
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Opérations sur les matrices

On note A et B les matrices associées a f et g (dans les bases mémes bases)
(A+B) est associée a ’application linéaire f+g
(aA) est associée a 1’application linéaire af
AB est associée a 1’application linéaire fog

Attention la produit matriciel n’est pas commutatif.

Structure des espaces de matrices

« (M, ,(K),+) est un groupe commutatif avec pour élément neutre la
matrice nulle.
M, ,(K) muni de + et du produit externe est un K-espace vectoriel.

(M,(K),+,.) est un anneau non commutatif avec pour élément unité la

matrice identité.
Interprétation de la matrice associée a une application linéaire

On note AOM, ,(K) la matrice associé¢e a une application linéaire f de E dans F.

Soient x un vecteur de E de coordonnées X et y un vecteur de F de coordonnées Y.
y = f(x) = Y=AX
Notamment, x[IKerf < f(x)=0 < AX=0.
Imf est engendré par les colonnes de A
Transposition
Soient AOM, ,(K) et BUM, ((K). On a
- O(a,p)0K? (aA+BB)=0'A+B'B

‘(‘A)=A

OkON , ((A%=('A)*

‘(AB)='B'A (Attention a ’ordre !).
Matrices inversibles (uniquement pour les matrices carrées)
Soit ALOM,(K). A est inversible si et seulement si

soit IBOM,(K), AB=I, ou BA=I, et alors A"'=B

det(A)Z0

Soient A et B des matrices inversibles d’ordre n
AB est inversible et (AB)'=B'A"! (Attention a ’ordre !)
‘A est inversible et (‘A)'='(A")

t
Si A est inversible, A" = detl(A) co(A)

Trace d’une matrice
Soient AOM,(K), BOOM,(K) et aJK.
tr(A+B)=tr(A)+tr(B)




tr(aA)=atr(A)
tr(AB)=tr(BA)

Déterminant

Det(AB)=det(A)det(B) / det(AP”)=(detA)? ou p est un entier.
Si A est inversible alors det(A™")=(detA)".

det('A)=detA.

Attention det(A+B)#det(A)+det(B) et det(dA)=a"det(A)

Matrices diagonales
Soient D=diag(ay,...,0,) et D’=diag(fi,...,Bn).

tr(D) = z o, et det(D) = |_| 0, (idem matrices triangulaires)
1= 1 i=1

DD’=D’D=diag(a,P,...,0.Bn).

1 1
Si 0i0{1,....n} a:#0, alors D est inversible et D"'=diag(,—.....—)

1 n

Matrices symétriques
Soit ALDM,(K). On dit que A est

symétrique si ‘A=A / S,(K)
antisymétrique si 'A=-A / A.(K)
Il faut savoir démontrer que M,(K)=S,(K)0I A,(K)

Matrice nilpotente
f est nilpotente d’ordre n = A est nilpotente d’ordre n (A"=0)

Changement de base
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n>1. Soient E=(e,,...,e,) et E’=(e/’,...,

¢,’) deux bases de E. On définit la matrice de passage de la base E a la base E’ par

la matrice de M,(K), par
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Soient E=(ey,...,en), E’=(e1’,...,e,") et E’’=(e;’’,...,e,"") trois bases de E.
La matrice Pge: est inversible et son inverse correspond a la matrice de
passage de la base E’ a la base E, Pgp = Pgg.
Le produit des matrices de passage de E a E> et E> a E”” correspond a la
matrice de passage de E a E’’, PggPpp = Pgp.
Soit x un vecteur de E de coordonnées (Xi,...,X,) dans la base E et (x,’,...,X,”) dans
la base B> : X = P X'
Soient f un endomorphisme de E, on note A la matrice associée a f dans la base E
et A’ dans la base E” : A’=Pee’APpe.

Rang d’une matrice

On note Cy,...,C, les p vecteurs colonnes de A et L,,...,L, les n vecteurs lignes de
A.

rg(A)=rg({Ci,....C,} }=rg({Li,...,L.})<inf(p,m)



rg(A)=0 si et seulement si A est la matrice nulle.
Soit fOL(E,F) dont la matrice associée (relativement a deux bases) est notée AL
M, »(K).

rg(f)=rg(A)
rg(A)=n < f est surjective / rg(A)=p < f est injective
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