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EXERCICE 1:
H- 1 -1 0 H
Soit lamatrice A= 6 3 - 1-. On pose J=A-L.
-4 -2 1}
1) Montrer que J est nilpotente.
2) En utilisant la formule du bindme, calculer A", OnON",
Eurﬁl = _un - Vn
3) On considére le systéme récurrent suivant:(S) Ov,,,; = 6u, + 3v - w
@Wml - _4un - Vn * Wn

u

n

Onpose U,=|v,|. Exprimer (S)sous forme matricielle.
w

n

4) Supposons que U,.; =AU, vérifier que U, =A"U,.

U Euo =1
5) Pour Uy=|v,| et Jv, = -1.Exprimer les suites u,, v, et w, en fonction de n.
W, Aw, = 2

EXERCICE 2

Pour tout couple (a,b) de R?, on note M, la matrice

b b
H{a)ab

b b af]

1) Exprimer la matrice M, en fonction de la matrice identité I; et d’une matrice A indépendante de a
etb.

2) a. Déterminer le rang de la matrice A.

b. Montrer que la matrice A est inversible et calculer son inverse.
3) a. Montrer que ’ensemble E des matrices M, quand (a,b) décrit R*, muni des opérations usuelles

est un sous-espace vectoriel de M;(R). Donner une base de E.

b. Déterminer toutes les matrices de E de la forme M?=IL;.
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}'2'1 0} H201H HOOO}
1. Onal=:3 2 -1-0J:-4 8'2 0 'z -0 0 0:.donc J est nilpotente.

4 -2 0f 40 2: 00 0
2. On A=J+I5. I3 et J commutent, on peut donc appliquer la formule du bindme pour
développer A"

] n"-3n+1 -n nn-1)/2
n(n 1)J2:Hn(n+1) 1+2n -1’ %

Z C\II" = C°L+ C'J+ C2JP = I+ nl+
0 -2n(n+1) -2n n’-ntl

3. Exprimer (S) sous forme matricielle: U,.;=AU,

4. On obtient le systéme récurrent suivant:

U =AU .. U o
HUZ*1 o Uy = gva et Uo=| v,
DWHD WO

donc U,1=A%U,, de proche en proche, on obtien U, =A""Uj.

n-3n+1 -n nn-1/2h1 on? - 3n+ 1 1
5. U, = A"UOZH nn+1) 1+ 2n -n’ —1H: E— (n2+n+1)H u, = E]—lH
E—Zn(n+l) -2n n’-n+1H2 0 -2n-1) [ 525

D’ou

2n’ - 3n + 1
-(n>+n+1).
gw, = “2(n - 1)

CId
f
nou

Les trois suites sont toutes divergentes.

EXERCICE 2

01 1
)5a13+bA,ouA:Hl 0 1H

i1 1 of

2. a- On peut remarquer directement que le rang de a est 3 puisque les 3 lignes sont
linéairement indépendantes. Sinon par opérations ¢lémentaires, on obtient

e colomnes Hl 0 1HLH2.L1 Hl 0 1HL3FL3.L2 Hl 0 IH
rg(A) = rgol 1 0 rg-0 1 -1- = g0 1 -1-=3.
0 1 1 01 1§ 00 2

b- A est de plein rang donc elle est inversible. Pour calculer son inverse, on peut soit
continuer les transformations sur A jusqu’a obtenir la matrice identité¢ (une
transformation supplémentaire est suffisante) puis répercuter ses transformations sur
la matrice identité, soit passer pas la matrice des cofacteurs.

1. M(

a,b

D’apres les transformations utilisées pour calculer le rang de A, on déduit que le
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déterminant de a est le produit de la diagonale de la derniére transformation, i.e
det(A)=2. On a de plus

_H-l_l IHD L lHl_l IH
CO(A)-H% 11 -llH A S A ‘co(A) = 2H1 11 _IIH.

. La matrice nulle appartient a E avec a=0 et b=0. Soient M, UE, M s[E et alIR , alors
Many ™ eo=MaieprgUE et dOM@py=M@aayUE. Donc E est un sous-espace vectoriel de

Toutes les matrices de E sont de la forme al;+bA, donc {I;,A} est une famille génératrice de
E. Il est immédiat de voir que ces deux matrices sont linéairement indépendantes. E est donc
un espace de dimension 2, de base {I;,A}.

. On remarque tout d’abord que A’=21;+A.
M?*=l; = a’l;+2abJ+b’J’=I; (car I; et A commutent) = I;(a*+2b*)+A(2ab+b*)=L;.

Comme {I5,A} est une base, on en déduit le systéme
a’t2b’:1 Qat2b:l fac=tl Ha
2ab+ b= 0 = tbatb): 0 gb=0 °"pb

Donc les matrices de E qui vérifient M*=I; sont les matrices,

o0 op -l 0p (B1 -2-20 g1 2 2
Ho 0 1HH 0 -Olﬁ’éH-% b 12H etéH% ) -21H'

1/3 a:-1/3
-2/3°%% 4z 2/3 -
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