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1. Dualité

K désigne un corps commutatif.

A- Formes linéaires, espace dual

Dans ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel.

Définition:

Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans K.

On note E* I’ensemble de toutes les formes linéaires sur E, ¢’est-a-dire L(E, K).

E est appelé le dual de E: il posséde une structure d’espace vectoriel sur K.

Exemples

a) Soit E = C([a, b], K) I’espace vectoriel des applications continues sur le segment [a, b], & valeurs

b
dans K. L’application ¢ :f —>f f(t)dt estune forme linéaire sur E.

a

b) Sot E = F(X, K) I’espace vectoriel des applications d’un ensemble X non vide vers K.
Soit x, est un élément particulier de X. L’application ¢: f— f(Xy) en X, est une forme linéaire sur E.

¢) SiE=M,(K) est I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K, I’application

trace qui a tout M de E associe tr(M) est une forme linéaire sur E.

Remarque
Soit f une forme linéaire sur E. Alors f est soit identiquement nulle, soit surjective.

Proposition
E* est un K-espace vectoriel.
Proposition (Expression des formes linéaires en dimension finie)

Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n, muni d’une base B={ ey, ..., e,}.

i. Soita=(aja,,...,a,) un élément de K"

n n
L’application f,quia u= Z X, € associe Z a, X, est une forme linéaire sur E.
k=1 k=1

On note qu’avec cette définition on a: a; = fy(e;) pour toutide {1,...,n}.

ii. Réciproquement, soit f une forme linéaire sur E. Alors il existe un vecteur a unique de K" tel que

f =f.

Exemple

Les formes linéaires sur R? sont les applications qui s’écrivent (x, y, z) — ax + by + ¢z, ou (a, b, ¢)

est un triplet quelconque de R°.



B- Hyperplans et formes linéaires

Dans ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel.

Définition:

On appelle hyperplans de E les noyaux des formes linéaires sur E autres que la forme nulle.

Autrement dit, un sous espace vectoriel H de E est un hyperplan si et seulement si:

| 06 DE*- {01, H=Ken(9).

On dit que la relation ¢(x) = 0 est une équation de 'hyperplan H.

Proposition

Preuve

Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Ilexisteun vecteurude E\Hetu#z0,onaE=HOK u.

b) Il existe une forme linéaire non nulle ¢ telle que H = Ker ¢.

Si ces conditions sont réalisées, on dit que H est un hyperplan de E.

a) U b) supposons qu'il existe uJ K tel que u Z0 et E=H [0 K u. Pour tout vecteur x de E, il existe

(A,y) 0 K x H unique tel que x = Au + y. Il est clair que I'application ®:E—K ainsi définie est
X—A

linéaire. On a alors ¢ E* -{0} (car ¢ (u)# 0) et Ker (¢) =H.

b) O a) Soit H un hyperplan de E. 1l existe OE* -{0} telle que H = Ker(¢), puis il existe u [ E tel
que ¢ (u)# 0. Nous allons montrer que la droite vectorielle D = K u est supplémentaire de H dans

E.

. . . 1
Soit x O D n H. Il existe o 0 K tel que x = au, et (x) = 0. Si a # 0, alors (p(u):&(p(x)zo,

contradiction. Donc a = 0, puis x = 0. Ceci montre: D n H= {0}.

Soit x [ E. Montrons que'il existe (A,y) J K x Htel que x=Au+y.ona

o) e o e e-gyotme
X— z((i; ueKer(p)=H. Ceci montre que D+H =E.

Finalement E=H 0 K u.

corollaire

Si E est de simension finie n (n = 1), alors les hyperplans de E sont les sous espaces vectoriels de E

de dimension n-1.

Proposition

Soient H un hyperplan de E, ¢ E* -{0} telle que H= Ker (¢). On a:
H=Ker () = OJa OK- {0}, = a ¢.



Preuve
1) Il est clair que, pour tout o 0 K— {0}:
Ker(a ¢) = Ker(¢) = H.
2) Réciproquement, soit ) [ E* -{0} telle que H = Ker(y). Il existe ull E tel que ¢ (u)# 0, et on a:
E=Ker(¢) + K u.

Soit x[(O E; il existe (A,y) 0 K x Ker(¢) ou Ker(dp)=H = Ker() tels que x =y + Au.

@ (u)
(u)

@ (u)
@(u)

Alors §(x)=Ad (u) et P(x)=AY (u), d'ot @ (x)= @(x). Ennotant o=

donc Y= a¢.

U K-{0},ona

S

Remarque

La proposition précédente montre qu'un hyperplan donné n'admet, a un coefficient non nul prés, qu'une seule

équation.

Définition

Un sous espace vectoriel F de E est dit de codimension finie si et seulement si F admet au moins un

supplémentaire de dimension finie dans E.

Proposition et définition

Soit F un sous espace vectoriel F de E de codimension finie. Tous les supplémentaires de F dans E
sont de dimension finie et ont la méme dimension, appelée codimension de F (dans E), et notée

codim(F).

Remarque

Les hyperplans sont des sous espaces vectoriels de codimension finie égale a 1
Corollaire
Si E est de dimension finie alors tout sous espace vectoriel F de E est de codimension finie et
| codim(F) = dim(E) - dim(F)

C- Orthogonalité

Dans ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel.

L'application EXE" - K est une forme bilinéaire, appelée crochet de dualité, et noté L], .[] Ainsi
(x,0) = o(x)

Ox OE, O¢ OE*, 0p, x[- d(x).

Cette notation pourra éclairer I'étude suivante.



Définition:

1) Pour toute partie A de E, on définit I'orthogonal A” de A dans E*:
A"={0 OE*; JalA, ¢ (a)=0}.
2) Pour toute partie L de E*, on définit 1'orthogonal °L de L dans E:

°L={xOE; O¢OL, ¢ (x)=0.

Remarques

1) Pour tout ¢ de E* et toute partie A de E:
dOA” « ¢Li=0 = AOKer(d).

2) Pour toute partie Lde E*: L= N Ker (o).

@pEL

Proposition

Pour toutes parties A et B de E.
a) A" est un sous espace vectoriel de E*.
b) {0g}"=E*
¢) E"= {0g}.
d AOBO A"0O B”

Preuve

a) OO A%car: DalOA, 0Opa)=0.
Soient A 0K, d, p OA" OnaOalOA, (AP +Y)(a)= Ad(a) + P(a)=0, donc Ad + P O A"

b) {0g}"= {0 OE* a=0; ¢ (0:)=0}=E*
¢) EP={d OE*; OalE, ¢ (a)=0}={0p}.

d) Supposons A B. Soitd OB ona (IbOA, ¢ (b)=0),donc (JalAOB, ¢ (a)=0), cesta
dire que ¢ O A".

Proposition

Pour toutes parties L et M de E*.
a) °Lestun sous espace vectoriel de E.

b) °{0g} =E.
¢) °(E*) U {0g}.
d LOMO °L O °M

Proposition

Pour tous sous espaces vectoriels A , B de E.
a) (A+B)’=A"n B".

b) (An B)” OA"+B".
©) °(A") O A.



Proposition

Pour tous sous espaces vectoriels L et M de E*.

a) °(L+M)="°Ln °M.

b) °(Ln M)= O°L+°M.

¢ L0 L.

D- Bases duales

Dans ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie, n = dim(E) = 1 muni d’une
base B={ei,...,en}.

Théoréme et définition

Pour tout i de {1, ..., n}, on note ¢; la forme linéaire définie sur E par:
V-efl,.._,nl’ et (e)=65.= 1 sii=j
.] l J 1 ( J) 1 0 Si 1¢J

La famille [el* yeeesC, ] est une base de E, appelée base duale de la base B, et notée 5*.

0, estappelé le symbole de Kronecker.

ij
Preuve

Les ¢ (1 £ i<n) sont des éléments de E*. Soient ¢ [J E*, (A, ..., A,) O K", on a:

(ej):(P(ej)

dAe =p o (Vje{l,...,n],(ZAiei*
i=1 i=1

o (Viell.nl  A=ole)

Ceci montre que {el* yeeesC, } est une base de E*, etde plus =Y @(e))e;”
i=1
Corollaire
E* est de dimension finie, et dim(E*) = dim(E).
Proposition

Soient B ={ ey, ..., e, unebasede E, B*={¢"},...,¢e",} saduale. On a:

1) 0o OE*, @=2 @(e)e;
=1

2) OxOE, X:Zei* (x)e;
i=1

Remarque
Soient B={e,...,e,} une base de E, B*={ ¢}, ..., e".} sa duale. On a, pour tout x [J E et tout ¢ [1 E*:

<p=§nl<ei,cp>ei*, =Z<> <x,<p>=§nl<x,ei* e ).



Proposition
Soient B ={ei,...,e,} une base de E, B*={ e, ..., e} saduale, x OE, ¢ 0 E*, X = Mat, (x) et

U =Matg- (¢). On a alors ¢(x) = 'UX.

Preuve
(P(el) Xl
Comme @=) ¢(e)e,”, ona: U = Mat,.(p)= . |- Ennotant X = ||, ona:
i=1 . .
P(e,) X,
n n Xl
P(x)=@ inei) = > xple) = (@le)...ole,))| | ="UX
i=1 i=1 .
X

Proposition (Changement de base pour la dualité)

Soient B, ' deux bases de E, P la matrice de passage de B a 3 '. Alors la matrice de passage de B* a

B '*est ‘P

Preuve

Notons B ={e,...,e.}, B'={f,...,f}, P=(p;);la matrice de passage de B a B ' et Q =(q; ); la matrice
de passage de B* a B "*. On a pour tout (j,k) de {1, ..., n}%

6 = fj* (f,) = (Z qijei* )(Z plkel):
i= 1 =1

Ceci montre que 'QP =1,, donc Q ='P "
Exemple

n n

Qi P 04= Z i Pik -

i=11=1 i=1

Montrer que les vecteurs V, = (2,1,4), V, = (3,2,3), V5 = (-1,-1,2) de R’ forment une base et en

déterminer la base duale.

2 3 -1
Puisque P = |1 2 —1| est inversible, B ={ Vi, V,, V3} est une base de R’ et en notant
4 3 2
By={e1,e2e3} la base canonique de R?, la matrice de passage de By={e"1,e",e"s} a B'o={V',V,V’}
7 —6 =5
est 'P'=|-9 8 6
-1 1 1

On conclut que V*,V*,, V"5 sont les formes linéaires sur R* définies par:
V*I(XI,XZaX3):7X1 -9%X:-X%3
O(x 1, x2, x3) 0 R?, VX 1, X2, X3) =-6X; +8x,+ X3

V*3(X 1, X2, X3):-5 X1 +6X2+X3



Proposition-Définition

Pour toute base F de E*, il existe une base unique 5 de E telle que F = B*. B est appelée la base

préduale (ou, duale) de F, et on dit que B et F sont des bases duales I'une de l'autre.

Exemple

On note E = R*[X] le R-espace vectoriel des polyndmes de R[X] de degré < 3, et ¢y, ¢, , d3, §a, les
formes linéaires sur E définies par:

0P OE, (¢:(P)=P(0), ¢-(P)=P(1), ¢3(P)="P"(0), ¢p«(P)=P"(1)).

Vérifier que (¢, §2, §s, §4) est une base de E* et en déterminer la base préduale.

Notons B, = (1, X, X?, X*) la base canonique de E.

1 1.0 0
Al _ 10 1.0 0 : : _
ors Maty. (@1,(02,(03,(94) =10 1 2 2 est inversible, donc F= (¢, ¢>, ¢3, ¢4) est une
01 0 6

base de E*.

En notant B la base préduale de F, Q = Pass( B*,, F), P = Pass( B, , B), on a:

1 0 0 0
P:Q:oo%o
00—%%

Finalement, la base préduale de (¢, ¢, , b3, d,) est:

“x x —Axsly_ly _lyily
1-X, X, 6X+2X 3X, 3X+3X .

Exercices:

1) Soient ¢y, §,, d;: R* - R définies, pour tout (X 1, Xz, X3) de R, par:

Oi(x1,X2,X3) =2%X; T4 X +X;
¢2(X1,X2,X3):4X1 +2X2+3X3
Ps(X 1, X2, X3) = X1 T X

Montrer que ( ¢1, §2, ¢3) est une base de ( R*)* et en déterminer la base préduale.

Réponse : La base préduale de ( ¢, ¢, ¢3) est (V, V2, V3) ou:
1
=

V, =
g

-3,3,2), vV, ==(1, -1, 2], V, =



2) Soient (a, B) O R*, ¢y, d,, ¢3: R - R définies, pour tout (x ,y, z) de R?, par:

bix,y,z)= x +ay+Pz
¢2(X,yaz):aX+a2y+Z

0:(x,y,z)=Bx +ty+a’z

a) Donner la condition necessaire et suffisante pour que ( ¢, §2 , ¢3) soit une base de ( R¥)* .

b) Lorsque ($,, 2, d3) soit une base de ( R*)*, en déterminer la base préduale.

Réponse:
1 x B

a) | o 1]|=—(1-apf ;CNS: 1-aB=0
B 1 &

b) La base préduale de (¢, o, d;3) est (Vy, Va2, Vi), ol

V, = — (1", &—8, —a(l-ap)),
(1-ap)
V, = — 1 (o=p, B 1-afl,
(1-«p)
1
V., = -, 1, 0
3 (1—()(3)2( (64 )

E- Transposition

Dans ce paragraphe, E, F, G désignent des K-espaces vectoriels.

Définition

Soit f O L(E, F). On appelle transposée de f, et on note ‘f, I'application de F* dans E* définie par:
OpOF*, f() =yof.

Pour tout Y de F*, Y o f est bien un élément de E*.

Avec la notation de crochet de dualité [, .[1 on a:
OxOE ,O0¢0OF*, M(x), YCF [k, () O
Proposition

O fOLE,F), *t0OLF* E*).
Preuve

Pour tous A de K, |, ' de F*:

TA+Y') =(Ap+y)of= Agof+yof=AfY)+"f(Y).



Proposition
a) OADOK, Of, 6E 0LE, F), (M +H)=A'f +'f,.

by Of0OLE,F),O0g0LE,F)'(gof)='go'f.
¢) ‘(Id)g = Idgs.
d) Si festun isomorphisme de E sur F, alors f est un isomorphisme de F* sur E*, et:

(£ ="(£).

Proposition
| Soit f O L(E, F), B (resp. C) une base de E (resp. F), A= Mat, (f). Alors Mat 5 (‘f) ="A.

Preuve

Notons B ={e,...,¢e,},C'={f,...,f},A=(a;); .Ona, pourtout (i,j)de {1, ..,n}*x{l, ..., p}:

(‘f ('f*)) (e)) = (fi* o f)(ej)matrice de passage de B a B ' et Q =(q; );j la matrice de passage de B* a B '*.
( tf(fi* ))(ej) = (fi* Of)(ej) = fi* (Z akjfk) = Z a0y = a; et
k=1 k=1

(Zn: age; )(ej)z Zn: a; 0= a;, donc: Vi€[l,...,n|, 'f(f;") = Zn: a e, , ce qui montre que
k=1 k=1 k=1
Mat g () = "A.
Remarques
1) Le résultat précédent justifie la notation 'f, pour f 00 L(E, F).
2) Soient deux bases de E: on a

Pass (B*, B '*) = Matg« 5+ (Idg+) = Matg+ 5+ (‘'Idg) = (Mat, 5 (Idg)) = ' Pass(B ', B) = ' (Pass(B, B")"

Proposition

Soient E, F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. L'application
t: L(E, F) —» L(F*, E*)

f—

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Preuve
- L'application t est linéaire.
« Soit f 0 L(E, F) telle que 'f = 0. Les K-espaces vectoriels E, F admettent des bases B, C, et en notant
A =Matz(f). Ona 'A=Matz( ) =0, dou A=ttA=0, et donc f=0.
+ Et comme t est linéaire injective et que dim(L(E, F)) = dim (L(F*, E¥)) (=dim(E) xdim(F)), on

conclut que t est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.



F- Bidual

Définition

Le bidual E** de E est le dual de E*, c'est a dire I'espace vectoriel des formes linéaires sur E*.

Théoréme

de E* dans K qui & u associe u(x), est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

¢ est appelé l'isomorphisme canonique de E sur E**, il permet d'identifier E** 3 E.

Ona:OxUOE, DulOE** [ x),ulFlu,x0

Exercicel:

Soit By={ei,e2,e;} la base canonique de R®.

1) Vérifier que f; = e, + €3, £ = 2¢; + €3, f3 = -¢, + e, forment une base de R*.

Si E est de dimension finie, 1'application ¢ de E dans E**, définie en prenant pour ¢(x) l'application

2) Déterminer les composantes des ¢léments de {f*,, f*,, f*;}, base duale de {f}, f,, f;}, dans la base

{e*,, e*,, e*;} duale de la base canonique.

Exercice2:
On considére le R-espace vectoriel R*muni de sa base canonique {e;,e;,€3}.
1) Déterminer {e;}", {e;}", {es}".
2) A partir de la base canonique de R,
a) Définir l'isomorphisme canonique ¢ entre R* et son dual.
b) En déduire que tout élément du dual de R® peut se définir a 1'aide du produit scaleire.
¢) Vérifier que: O(u,x)0 ( R)* x R,

o, x(F 0 = [ (x), ¢ (uw)T=0.

d) Déterminer {e;, e;}", {e;, es}"”,{e, es}".

3) Quelle relation existe — il entre I'orthogonalité au sens du produit scalaire et 1'orthogonalité au sens

de la dualité?

4) Si A est une partie de R®, on note A° I'ensemble des éléments de R’ orthogonaux, au sens du produit

scalaire, a tous les éléments de A.

a) Démontrer que A° est un sous-espace vectoriel de R’

b) Déterminer {e;}°, {e,}°, {e5}° {e1, e}°, {e1, &}°,{es, €5}°



2.Application: Equations d’un sous-espace en dimension finie

Cette partie présente une application trés importante de 1'é¢tude de I'espace dual: la représentation d'un sous-

espace comme intersection d'hyperplans. On se restreint ici au cas d'un espace vectoriel de dimension finie.
E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n et F un sous-espace de dimension p (distinct de E); on

a donc p <n. Notons B ={e,...,e,} une base de E.

Proposition

11 existe une famille de n — p formes linéaires indépendantes ¢, . . ., ¢, telles que :
XOF <« ¢1(x) = 02(x) = - - = np(x) = 0.

Réciproquement, un tel systtme de n—p équations indépendantes définit un sous-espace de
dimension p de E.

Remarques
a) (S):0:(x)=0,0x)=0, -, dup(x) =0 est appelé un systeeme d’équations de F.
b) Si on exprime les formes linéaires ¢; dans la base duale B* c’est-a-dire en fonction des formes
linéaires coordonnées dans B, alors (S) prend la forme d’un systéme linéaire homogéne de n — p

équations aux n inconnues X, X, . . . , X, (les coordonnées dans B d’un vecteur quelconque x de E.)

¢) Tout sous-espace de dimension p dans un espace vectoriel de dimension n peut étre considéré
comme ’intersection de n — p =q hyperplans indépendants.

g
F = () ker¢,
i=1
Exemple 1
On suppose que dimE =5, et on considére le systéme suivant :

X1 -2 X2+3X3-X4+X5:O
2X -Xo+X3+ X4 - X5=0

X +2X%-2X-X4+3%x=0
ou X, , X2, X3, X4, Xs sont les coordonnées d’un vecteur x quelconque de E dans la base canonique B.
1 -2 3 -1 1
La matrice A = |2 —1 1 1 —1] de ce systéme est de rang 3 comme on peut le voir avec la
1 2 -2 -1 3
méthode du pivot.
L’ensemble F des solutions de (S) est donc un sous-espace de dimension 5 —3 =2 de E.

Les solutions de ce systéme peuvent étre considérées comme I’intersection des trois hyperplans H;, H, et H;
d’équations respectives :

(H)): X1 -2 XH3X3-X4+X=0
(Hz): 2X1-X2+X3+ X4-X5:O

(H3): X1 +2X2-2X3 -X4+3X5:0



ou X, , X2, Xs, X4, Xs sont les coordonnées d’un vecteur x quelconque de E dans la base canonique B.
Hi, H; et H; sont les noyaux respectifs des formes linéaires f, f; et f; définies par :

(H): fi= e* -2 e*,+3e*;-e*,+e*s

(Hy): = 2¢* -e*,+e*;+ e*, - e

(H;): 5= e* +2¢*-2e*5-¢*+3¢e*;

1 2 1
-2 -1 2
La matrice de f}, 5, f; dans la base duale By*(e) est: | 3 1 —2|="A.
-1 1 -1
1 -1 3

Cette matrice est de rang 3.

Cela prouve 1’indépendance des formes linéaires fj, f; et f;. On en déduit que F = Kerf; n Kerf, n Kerf; est
de dimension 5 —3 = 2.

Pour trouver une base de E, on peut appliquer la méthode du pivot a (S) :

X1 -2 X2+3X3-X4+X5:0

(S) 2X1-X2+X3+ X4-X5:0 E2—>E2-2E1
X1+2X2-2X3-X4+3X5:0 E3—>E3-E1
X1-2 X2+3X3- X4+ X5:0 E1—>3E1+2E2
= 3X2-5X3+3X4-3X5:0
4X2-5X3 +2X5:0 E3—>3E3—4E2
3X1 -3X3+ 3X4- 3X5:0 E1—>5E1+ E3
S 3X2-5X3+ 3X4- 3X5:0 Ez—» E2+ E3

5X3 - 12X4 +18X5:0

15X1 + 3X4+ 3X5:O
= 3X2 - 9X4 +15X5:0

5X3 - 12X4 +18X5:0

x; =-1/5(x4+Xs)
= X =3X4-5%s
x3 =1/5( 12 x4 -18 x5)
= (X ,X2,X3,X4,Xs5)=%X4/5(-1,15,12,5,0) - x5 /5 (1, 25, 18, 0, -5).
Puisqu’on peut donner des valeurs arbitraires a x4 et a Xs, on voit qu’une base de F est formée des deux

vecteurs (—1, 15, 12, 5, 0) et (1, 25, 18, 0,=5).



Exemple 2:

Etant donnée une base d’un sous-espace vectoriel F de E, il peut étre utile de trouver un systeme d’équations

de F : ¢’est le probéme inverse du précédent.

Supposons par exemple que E soit de dimension 4 et qu’une base de F soit formée des vecteurs
u=(1,-1,2, Hetv=(l,1,3,-2).

Soit a = (X, v, z, t) un vecteur quelconque de E.

Pour exprimer que a appartient & F il faut "ecrire que la famille (u, v, a) est de rang 2.

On applique donc la méthode du pivot a la matrice suivante :

1 1 X 1 1 X 1 1 X

-1 1 Y| g 0 2 X+y 0 2 X+y
2 3 z 0 1 |—-2x+z 0 0 —5x—y+2z
1 -2 t 0 -3 | —x+t 0 0 x+3y+2t

Une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice précédente soit de rang 2 est que les coordonnées

X, V, z, t vérifient le systéme :
{-SX - yt+2z =0
X t3y +2t=0

On a ainsi obtenu un systéme d'équations de F.



