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Corrigé - Exercices supplémentaires - Applications linéaires

Exercice 1. classique, sans difficulté particuliére
Exercice 2. classique, sans difficulté particuliére
Exercice 3. classique, sans difficulté particuliére

Exercice 4 .
On suppose que f3 = f, ot f2 désigne f o f o f. Montrons que E = Im(f?) @ Ker(f).

Soit z € Im(f?) N Ker(f), alors f(z) = 0 et il existe a € E tel z = f?(a).
Ainsi 0 = f(z) = f(f*(a)) = f*(a) = f(a), donc f(a) = 0 puis = = f(f(a)) = £(0) = 0.

On déduit que :

Im(f?) N Ker(f) = {0}.
Soit z € E, on écrit x = f2(x) + (z — f2(z)).
On a bien f2(z) € Im(f?) et f(z — f2(z)) = f(z) — f3(z) = f(z) — f(x) =0, ainsi x — f2(x) € Ker(f).
D’ou z € Im(f?) + Ker(f).
On en déduit que :

E = Im(f?) + Ker(f).

Exercice 5 .
On suppose que E = Im(f) 4+ Im(g) = Ker(f) + Ker(g). On doit montrer que :

m(f) N Im(g) = Ker(f) N Ker(g) = {0}.

Comme F est de dimension finie, le théoréme du rang appliqué & f donne :

dim(E) = rg(f) + dim(Kex(f)). 1)
Le théoréme du rang appliqué & g donne :
dim(E) = rg(g) + dim(Ker(g)). (2)
L’égalité E = Im(f) + Im(g) donne :
dim(E) = rg(f) + rg(g) — dim(Im(f) N Im(g)). (3)
L’égalité E = Ker(f) + Ker(g) donne :
dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)) — dim(Ker(f) N Ker(g)). ()

En sommant les égalités (3) et (4), et en utilisant les égalités (1) et (2)
2dim(E) = rg(f) + dim(Ker(f)) +rg(g) + dim(Ker(g)) —dim(Im(f) N Im(g)) — dim(Ker(f) N Ker(g)).

dim(E) dim(E)

On déduit alors que
dim(Im(f) N Im(g)) + dim(Ker(f) N Ker(g)) = 0.

La dimension étant un entier naturel, il s’ensuit que
dim(Im(f) NIm(g)) = dim(Ker(f) N Ker(g)) = 0.

De fagon équivalente :
Im(f) N Im(g) = Ker(f) N Ker(g) = {0}.



Exercice 6.

1. Si p est un projecteur de F, alors p o p = p, d’ou, par distributivité

(Idg —p)o(ldp —p) =Idg —p—p+pop=Idg —p—p+p=1Idp —p

ainsi Idg — p est un projecteur de F.
Réciproquement, si Idg — p est un projecteur de E, alors (Idg — p) o (Idg — p) = Idg — p ce qui donne
Idg —p—p+pop=1Idg —p dot —p+pop =0, ainsi pop = p donc p est un projecteur de E.

2. (a)

Soit z € E.

Si z € Ker(p), alors p(x) =0, alors z =2 — 0 =2z — p(z) = (Idg — p)(x) ainsi z € Im(Idg — p).
Réciproquement, si € Im(Idg — p), alors il existe a € F tel que x = (Idg — p)(a) = a — p(a), d’on
p(z) = p(a) — (pop)(a) = p(a) — p(a) = 0, ainsi = € Ker(p). On en déduit que

Ker(p) = Im(Idg — p).

En appliquant cette propriété au projecteur p’ = Idg — p, on trouve Ker(p’) = Im(Idg — p’), ce qui
donne
Ker(Idg — p) = Im(p).

Il faut montrer que pour tout € Im(p), p(z) = z.
Soit = € Im(p), alors il existe a € E tel que x = p(a), ainsi p(z) = (pop)(a) = p(a) = .
On déduit que

p‘Im(p) = IdIm(p)-

Soit & € Im(p) N Ker(p), alors p(x) = 0 et il existe a € E tel que x = p(a), d’ou (pop)(a) = 0 or
pop=p,ainsi p(a) =0, donc = 0. On en déduit que Ker(p) N Im(p) = {0}.

Montrons maintenant que Ker(p) 4+ Im(p) = E.

Soit x € E, on écrit x = (z — p(z)) + p(z) :

on a:z—p(x) € Ker(p) et p(z) € Im(p). Ainsi z € Ker(p) + Im(p). On en déduit que

Ker(p) + Im(p) = E.

Dans la suite de l'exercice, lorsque p est un projecteur de E, comme on a E = Ker(p) ® Im(p), pour
tout « € E, on écrira © = xx + x5 ou (zx,xr) € Ker(p) x Im(p).
De plus, comme x; € Im(p), on déduit d’aprés la question précédente que p(x;) = z7.

3. On suppose que £ = F & G.

(a)

Soit « € E. Montrons que (p o p)(z) = p(z).

On écrit * = y + z avec (y, z) unique dans F' X G. On a alors p(z) = y.

La décomposition de y sur la somme F = F @& G est y =y + 0, d’out p(y) = y.

On en déduit que (pop)(z) = p(p(x)) = p(y) =y = p().

Montrons que Ker(p) = G.

Soit = € G, la décomposition de x sur la somme £ = F & G est x = 0 + z, ainsi p(z) = 0, d’ou
x € Ker(p).

Réciproquement, si p(x) = 0, alors la décomposition de z sur la somme E = F @& G est x = 0+ 2z avec
ze€G. Douzxz=1z€d.

Montrons que Im(p) = F.

Par définition de p, on a Im(p) C F.

Réciproquement, soit x € F, alors la décomposition de z sur la somme = F & G est x = = + 0,
d’ou p(x) = x ainsi = € Im(p).

4. On suppose ici que f(Im(p)) C Im(p) et que f(Ker(p)) C Ker(p). Montrons que fop=po f.
Soit z € E. On a:

(fop)(@) = f(p(zr + 1)) = f(p(zk) + p(er)) = f(p(er)) = f(z1).



D’autre part,

(o f)@) =p(f(zx + 1)) = p(f(zx) + f(21)) = p(f(2K)) + p(f(21))

or f(zk) € f(Ker(p)) C Ker(p), dou p(f(zx)) = 0 et f(zr) € f(Im(p)) C Im(p), d’ou p(f(21)) = f(z1)-
Ainsi (po f)(z) = f(zr). On en déduit que

(fop)(x) = (po f)(z) = flz1).

5. On suppose que p et g sont deux projecteurs de E tels que pog = qop.

(a)

On a, par associativité de o et grace au fait que p et ¢ commutent :

(pog)o(pog)=po(gop)og=po(pog)og=(pop)o(qoq)=pogq.

Ainsi, p o g est un projecteur de E.

Soit z € Im(p o q), alors il existe a € E tel que = p(¢(a)). Ainsi z € Im(p).
Mais comme po g = q o p, alors x = ¢(p(a)) € Im(q), donc z € Im(p) N Im(qg).
Réciproquement, soit = € Im(p) N Im(q), alors il existe (a,b) € E? tel que = = p(a) = q(b).
On a alors p(z) = p(q(b)) = p(p(a)) = p(a) = =, ainsi z = p(q(b)) € Im(p o q).
On en déduit que

Im(p o ¢) = Im(p) N Im(q).

Soit = € Ker(p) 4+ Ker(g), alors il existe (a,b) € Ker(p) x Ker(q) tel que z = a + b.
On a donc p(g(x)) = p(g(a+b)) = p(q(a) +¢(b)) = p(g(a)) = q(p(a)) = ¢(0) = 0. Ainsi, z € Ker(pog).
Réciproquement, soit x € Ker(p o q), alors p(q(x)) = 0 = ¢(p(z)). On écrit * = z; + xx avec
(x1,2x) € Im(p) x Ker(p), et on sait que p(xy) = x5 et p(rx) = 0. On a alors :
0=q(p(z)) = q(p(xr) + p(xk)) = q(x1), ainsi z7 € Ker(q) puis x = 25 + zx € Ker(q) + Ker(p).
On en déduit que

Ker(p o q) = Ker(p) + Ker(q).

6. Soit p et g deux projecteurs de E.

(a)

(b)

D)= ii)
On suppose que p + ¢ est un projecteur de E, ainsi (p+¢q)o (p+¢q) =p+ q d’ou :
pop+poq+qop+qoq=p+gq,ainsip+poqg+qop+q=p-+qetonen déduit donc que
pog+qop=0,dou

pog=—qop.
En composant par p & gauche : popog= —pogop,dout pog=—pogonp.
En composant par p & droite : pogop = —qgopop,doupogop=—gop, ainsigop=—pogqonp.
On en déduit que

poqg=gqgop.

Les deux égalités po g = —qop et po g = ¢q o p entrainent que
pog=qop=0.

i)= 1)

Supposons que po g = qgop = 0, alors :

(p+q)o(p+q)=pop+poqg+qop+qogq=p+q
ainsi p + ¢ est un projecteur de F.

On en déduit que i)« ii).
L’équivalence ii)< iii) est immédiate car po ¢ =0 < Im(q) C Ker(p) et gop =0 < Im(p) C Ker(q).

On suppose que p + ¢ est un projecteur de FE.



i. Soit x € Im(p + q), alors il existe a € E tel que x = (p+ ¢)(a) = p(a) + q(a) € Im(p) + Im(q).
Réciproquement, soit z € Im(p) + Im(q), alors il existe (a,b) € E? tel que = = p(a) + q(b).
Comme pog=gop=0,ona:p(x)=ppa) =pla) et g(z) = q(q(b)) = q(b) d’ou :

z = p(a) +q(b) = p(x) + q(z) = (p + ¢)(x) € Im(p + q).
On en déduit que
Im(p + ¢) = Im(p) + Im(q).

De plus, soit z € Im(p) N Im(q), alors il existe (a,b) € E? tel que x = p(a) = q(b), d’ot :
z = p(a) = p(p(a)) = p(g(b)) = 0. Ainsi
Im(p) NIm(q) = {0}.
On déduit que
Im(p+ ¢) = Im(p) ® Im(q).

ii. Soit « € Ker(p) N Ker(q), alors p(z) = ¢g(z) = 0, donc (p + ¢)(x) = p(z) + ¢(x) = 0, d’ou
x € Ker(p + q).
Réciproquement, soit = € Ker(p + ¢), alors (p + ¢)(z) = 0, alors

p(z) = —q(z) € Im(p) N Im(q) = {0}.

D’ou p(x) = q(z) = 0, ainsi z € Ker(p) N Ker(q).
On en déduit que
Ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q).



