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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.

EXERCICE 1 (3 points)

Soit la relation binaire définie sur Z par
pRa = 3| (2q+p)
1) Montrer que R est une relation d’équivalence sur Z.

2) Déterminer la classe d’équivalence associée a 0.

EXERCICE 2 ( 4 points)
Soient E,F,G trois ensembles.
1) Soient trois applications telles que
fi:E>F et f,:E>F et g:F>G
On suppose gof;=gof, et g injective. Montrer que f,=f,.
2) Soient trois applications telles que
f:E>F et g1:F>G et g,:F—> G.

On suppose f surjective et giof=g,of. Montrer que g1=g,.

EXERCICE 3 ( 2 points)

On considere un ensemble E, A une partie de E, et f une application de E dans E.
Montrer que

FHA)= )



EXERCICE 4 ( 4 points)
1) Pour tout x[-1;1], calculer
arcsin(x)+arccos(x)
N.B. On rappelle les résultats montrés en TD
Oxd[-1 ;1], sin(arccos(x)):cos(arcsin(x))Z\/m
2) Donner le domaine de définition de la fonction définie par

f(x) = arccos (In\/x2 - 1)

N.B. On pourra s’aider des approximations suivantes

e?+1=29 et +Je?+1=1,07

EXERCICE 5 ( 4 points)
1)  Soient (x,y)0Z% et (p,q)ON"2. Montrer que
x=y(modp) = x9=y%(modp)
2) Soit nOZ.
(a) Montrer que si n est pair, alors n2 =0 (mod 8) ou n? =4 (mod 8).
(b) Montrer que si n est impair, alors n2 =1 (mod 8).
3) Soit pN. Montrer que
(a) 3°"=1(mod 8)
(b) 3°"*' =3 (mod 8)

EXERCICE 6 ( 3 points)

Soit I’équation définie dans 7Z2 par

12x — 19y
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1) Pourquoi lI’'équation

12x — 19y
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admet-elle une solution ?
2)  Trouver une solution particuliere a I’équation (2)
3) En déduire une solution générale de I’équation (2)

4) En déduire les solutions de I’équation (1)



CORRECTION
EXERCICE 1
1) Réflexive
Soient pUZ. On a
2p+p=3p = 3|(2p+p) = pRp
Donc R est réflexive
Symétrique
Soient pJZ et qZ tels que pRRq. On a alors
3|(2p+q) = 2p+g=3k, kOZ = q=3k-2p
= 2q+p=2(3k-2p)+p=3(2k-p)=3k’ ol k’'=2k-p0Z
= 3|(2a+p) = aRp
Transitive
Soient pZ, qZ et rOZ tels que pRRq et qRr. On a alors
3|(2p+q) et 3|(2qg+r) = 2p+qg=3k, kOZ et 2qg+r=3k’, K’'OZ
= 2p=3k-q et r=3k’-2q
= 2p+r=3k-g+3k’-2g=3(k+k’-q)=3k’’ olu k'’ =k+k’-qUZ
= 3|(2p+r) = pRr
2) pOR(0) < pRO < 3[(2x0+p) = p=3k, kOZ
Donc R(0)=3Z

EXERCICE 2
1) gofi=gof, = [xUE, gofi(x)=gefa(x) = UxUE, g[fi(x)]=g[f2(x)] = OxUE, f1(x)=f,(x)
car g injective = f;=f,
2) On doit montrer que gi1=g, = LyUF, gi(y)=g2(y).
Soit yUIF. Il existe xUIE tel que y=f(x) car f surjective donc

g1(y)=g1[f(x)]=g10f(x)
= gaof(x) car giof=gyof

=g2[f(x)]=82(y)
Donc g1=g>.

EXERCICE 3
« Montrons que (&) 0f*(A)
Soit xOf*(A) alors f(x) DA d’ou f(x) DA d’ou xOf*(A) d’ou xOf(A).
« Montrons que f(A) 0 f*(a)
Soit x[Of}(A) alors xOf*(A) donc f(x) DA donc f(x) OA donc xOf*(A).
EXERCICE 4
2)
cos[arcsin(x)+arccos(x)]=cos[arcsin(x)]cos[arccos(x)]-sin[arcsin(x)]cos[arccos(x)]
= xJ1-x2 —x4/1-x2 =0
= arcsin(x)+arccos(x)=mn/2 [2n] ou arcsin(x)+arccos(x)=-1mt/2 [2m]




e Six[[-1;0] alors arcsin(x)[-t/2;0] et arcos(x)d[n/2;n] donc
arcsin(x)+arccos(x)[0 ;m] d’ou arcsin(x)+arccos(x)=m/2
e Six[[0;1] alors arcsin(x)[0;mt/2] et arcos(x)[J[0;m/2] donc
arcsin(x)+arccos(x)[0 ;m] d’ou arcsin(x)+arccos(x)=m/2
Conclusion,
OxO[-1;1], arcsin(x)+arccos(x)=m/2
2)
* La fonction racine est définie sur R, il faut donc que x?-120, c-a-d x[]-oo;-
1]0[1;+%[. On a alors Vx?—120.
e La fonction In est définie sur R+*, il faut donc que vx2—1>0, c-a-d x[1]-c0;-
1[0]1;+0[. On a alors In(+/x*> —=1) OR.
Notons Dqy=]-00;-1[[]1;+0o].
* La fonction arccos est définie sur [-1 ;1], il faut donc que In(vx*-1) O[-1 ;1]
= —1<In(Wx*-1)<1 = e <+/x?-1<e car exponentielle strictement croissante
« e?2<x?-1<e? car la fonction carrée est strictement croissante sur R,
- e?+lsx’<e’+1
o e +1S\/?S\/e2 +1 car la fonction racine carrée est strictement croissante sur R,
= e +1S|x|£ e?+1 = |x|£x/e2 +1 et \/e'2 +1S|x|
o —ve2+l<x<e? +1 et (\/e'2 +1<x ou x<-e™ +1)
o {—vJe2+1<x<e?+1 et vJe2+1<x Jou{—+e?+1l<x<ve?+1 et x<—ye?+1}

= {—-2,9<x<29 et 1,07<x }ou {—-2,9<x<2,9 et x<-1,07}
= xU[-2,9 ;-1,07]0[1,07 ;2,9]

On note que [-2,9 ;-1,07]1[1,07 ;2,9]0LD

Donc le domaine de définition est

[-2,9 -1,0710[1,07 ;2,9)= |-Ve? +1;-Je? + 1|0 e +1;4/e? +1]

EXERCICE 5
1) Cf.TD
2)  a) Onsuppose que n est pair. Ok O Z tel que n = 2k.

Si k est pair, il existe s 0 Z tel que k = 2s. Donc 11 = 4s et n? = 16s* = 8(25s?).
Or 2s>0 Z, donc n? = 0 (mod 8).
Si k est impair, il existe s [ Z tel que k = 2s + 1. Donc n = 4s + 2 et n? = 165 + 16s + 4
=8(2s°+2s) +4.0r,2s*+2s [ Z, donc n2 = 4 (mod 8).
Ainsi, n* = 0 (mod 8) ou n? = 4 (mod 8).

b) On suppose que n est impair. Ok [ Z tel que n =2k + 1.
Si k est pair, il existe s [ Z tel que k = 2s. Doncn = 4s + 1 et n? = 165 + 165 + 1 =
8(2s* + 2s) + 1. Or, 2s*+ 2s [1 Z, donc n? = 1 (mod 8).
Si k est impair, il existe s O Z tel que k = 2s + 1. Donc n = 4s + 3 et n? = 165 + 24s + 9
=8(2s°+3s+1) +1.0r, 25’ + 3s + 10 Z, donc n? = 1 {mod 8).



Ainsi, n* = 1 (mod 8).
3) a) Ona3®=(32)%.0r,9=1(mod8) = 3° =1 (mod 8) = 3% =1(mod 8) (daprés la
question 1 car 1*°=1)
b) Ona3%*l = 327 x 3. Comme 327 = 1 (mod 8), il existe k (0 Z tel que 327 =1 + 8k,
donc 3?7*1 =3 + 8(3k). Comme 3k [ Z, on en déduit que 3?#*1 = 3 (mod 8).
EXERCICE 6
12x - 19v =2 (1)

On cherche 19 112 a I’'aide de I'algorithme d’Euclide.
19=12x1+7

12=7x1+5
7=5=1+2
5=2=2+1
2=2=%1+0

Ainsi, 19 012 = 1.

Comme 1 divise 2, alors I’équation (1) admet au moins une solution.

On « remonte » I"algorithme d’Euclide pour trouver une solution particuliére de (1).
1=5-2%2<1=5-(7-5)%2 «1=5x3-7x2e1=(12-7) %3 -7x2

©1=12%x3-7%5-1=12%3-(19-12) x5<1=12 x8—-19 %5
=2=12%16-19 %10

Donc, (16, 10) est une solution de (1).
12 %16 - 19 x10=2et 12x— 19y = 2

On fait la différence des deux équations et on obtient :
12 %16 =19 x10-12x+ 19y =2 -2 - 12(16 — x) + 19(-10 +y) =0 = 12(16 —x) =

19(10 - y)

Donc, 12 divise 19(10 — y). Mais 19 112 = 1, donc d’aprés le théoréme de Gauss, 12 divise
10-y= 0Ok OZtel que 10 -y =12k « Uk O Z tel que

y =10 - 12k.

D’ol, 12(16 - x) = 19(10 — y) = 12(16 —x) =19 x 12k = 16 —x = 19k =

x=16 —19k.
L’ensemble des solutions de 12x — 19y = 2 est S = {(16 — 19k, 10 — 12k), kO Z}.



