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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision de la justification.
Vous pouvez traiter les exercices dans l'ordre que vous voulez.

Exercice 1

Sur I’'ensemble R?, on définit la loi O par
O(x,y)OR? , O(x,y’ )OR?, (x,y) O (X,y")=(x+X",y+y’+2xx’),
avec l'addition et la multiplication usuelles sur R.

1) Montrer que (R?, 0) est un groupe abélien.
2) Montrer que I'’ensemble
P={(x,y)OR?, y=x’}

est un sous-groupe de (R?, O).

3) Soit I'application
f: R* - P
(xy) = (xx?)
a) Montrer que f est un morphisme de groupes.

b) Déterminer le noyau de f. 'application f est-elle un isomorphisme de
groupes.

Exercice 2

Soient (G,*) et (G’,#) deux groupes d’éléments neutre respectifseete’,f: G - G’ un
morphisme de groupes et A un sous-groupe de G.

1) Montrer que f(A) est un sous-groupe de G’.

2) Montrer que f*(f(A)) est un sous-groupe de G.

N.B. On note que f n’est pas bijective donc |I'application f! n’existe pas. Il est donc impossible d’écrire
(y), yOG".
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Correction DS3 Algebre

Exercicel
1) » Associativité de (. Soient (x,y)OR?, (x,y’)OR?, (x”,y”’)OR?,
[,y )Ty )Xy ) =(x+x y+y +2xx” ) O (X7, )= (XX +X7, y+y +2xx"+y "'+ 2 (x+x")x"’)
=(X+X X" y+y +y +2xx+2xx" 42X’
(x,y)O [y )0y ") =(x,y)0 (X X7,y +y” +2x' X" ) =(x+x"+x"" y+y’+y"'+2x'x
=(X+X"+X", y+y +y" +2xx"+2xx"+2x'x")
d’ou [(x,y)O0(xy )10 (x,y"" )= (x,y)I[(x"y’ ) O(x",y"’)]. Donc I est associative.

7

+2x(x’+x"’))

e Commutativité de [1. Soient (x,y)DR2 et (x',y’)D]RZ,
(x,y)O(xX%y )=(x+x",y+y’+2xx’)=(x"+x,y" +y+2x’x)=(x",y’ ) (x,y). Donc [ est commutative.

« Elément neutre de [J. On cherche (e,e’)0R? tel que (e,e’)(x,y)=(x,y)U(e,e’)=(x,y) pour tout
(x,y)DRZ. (x,y)(e,e’)=(xy) = (x+e,y+e’+2xe)=(x,y) = x+e=x et y+e’+2xe=y = e=0 et e’=0. Etant
donné que [ est commutative, on peut dire que (0,0) est I'élément neutre de L.

e Symétrique. Soient (x,y)DR2 , on cherche (x',y')D]R2 tel que (x,y)U(x’y’)=(x’y’)(x,y)=(0,0). Or
(x,y)d(x,y’)=(0,0) = x+x'=0 et y+y’+2xx’=0 = x'=-x et y’=-y+2x%. Etant donné que [J est
commutative, on peut dire que (-x,-y+2x?) est le symétrique de (x,y).

Donc (R%,0) est une groupe abélien.
2) » L'élément neutre (0,0)JP car 02=0.

* Soient (x,y)P et (x’,y’)OP, alors (x,y)(x’,y’)=(x+x",y+y’+2xx’). Or (x+x’)?=x2+2xx"+x’?=y+2xx’+y’ car
(x,y)OP et (x’,y’)IP. Donc (x,y)U(x’,y’)LP. P est stable par [.

« Soient (x,y)JP et (-x,-y+2x2) son symétrique dans (R?,0), alors
(-%,-y+2x%)=(-x,-y+2y)=(-x,y)=(-x,(-x)?) car (x,y)LIP.
Donc (-x,-y+2x?)[JP. P est stable par passage au symétrique.

P est donc un sous-groupe de (R%,0).

3) a) Morphisme : D(x,y)DRz, D(x',y')D]RZ,
f((x,y) O (XY ) =f(x+x"y+y +2xX")=(x+X, (X+X)2) = (X+X"+x2+2xX" +x"?)
f((x,y) (XY )=(x,x3) 0(x’,x"2)=(x+x",x2+x"2+2xx’)

d’ou f((x,y)O(x,y"))=f((x,y))If((x’,y’)). Donc f est un morphisme de groupes.

b) Kerf={(x,y)OR?, f(x,y)=(0,0)}. Or f(x,y)=(0,0) = (x,x?)=(0,0) = x=0. Donc Kerf={(0,y), ydR}#{(0,0)}
donc f n’est pas injective.
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Exercice 2

1) Cf cours
2) Notons que x(Of™ (f(A)) = f(x)Of(A)
(Attention, cela ne signifie pas que xLIA mais = [k'LA, f(x)=f(x’))

* Montrons que e[Jf™* (f(A)). f est un morphisme de groupe, donc f(e)=e’ or e’[If(A) car f(A) est un
sous-groupe de G’ (cf. cours), d’ou f(e)Of(A) < eOf™ (f(A)).

« Soient xOf *(f(A)) et yOf *(f(A)), alors on doit montrer que x*yIf *(f(A)) < f(x*y)OIf(A). On a
f(x*y)=f(x)#f(y) car f est un morphisme, or f(x)f(A) car xOf ™ (f(A)) et f(y)Of(A) car yOf ™ (f(A))
et de plus f(A) est un sous-groupe de (G’,#) (cf. cours) donc par stabilité du sous-groupe, on a
f(x)#f(y)Of(A) = f(x*y)Of(A) < x*yOf*(f(A)). Donc f*(f(A)) est stable par *.

* Soient xO f™ (f(A)) et X son symétrique dans (G,*). Montrons que x’(0f™ (f(A)) = f(x’)Of(A). On
a f(x’)=(f(x))" car f morphisme. Or f(x)Of(A) car x(OOf " (f(A)) d’ou (f(x))*Of(A) car f(A) est un sous-

groupe de G’ (cf. cours), donc est stable par passage au symétrique. Donc f(x )=(f(x))’ Of(A) = x’0
ft (f(A)). Donc f™ (f(A)) est stable par passage au symétrique.

Conclusion: f™* (f(A)) est un sous-groupe de (G,*).
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