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Exercice

Pour chaque relation ci-dessous déterminer le groupe de départ, le groupe d’arrivée et la fonction
de fagon a avoir un morphisme de groupes. Déterminer ensuite le noyau de chacun de morphisme
et en déduire si elle est injective.

Exemple : [Kk[IR, [} [IR, exp(x+y)=exp(x)exp(y)

L'application définie par

fi(R,+) - (R ,.)
X B exp(x)
est un morphisme du groupe (R, +) dans le groupe (R; , .)

x[Kerf = ...

1) OxOR, OyOR, In(xy)=In(x)+In(y)
2) OxOR, OyOR, (xy)?"=(x*")(y*") ot n entier naturel

Probleme
Soient (G,*) un groupe et H un sous-groupe de G. Notons e I'élément neutre de * et x’ le

symétrique de x dans (G,*).
On dit que H est un sous-groupe normal si et seulement si
OhOH, (x*h*x’)OH, Ox0OG
1) Montrer que si le groupe (G,*) est commutatif alors tout sous-groupe H de (G,*) est
normal.

2) Montrer que le sous-groupe {e} de (G,*) est normal.

3) On rappelle que (S(R), o), 'ensemble des applications bijectives de R dans R muni de la
composition de fonctions, est un groupe d’élément neutre I'application identité I, et tel
que le symétrique d’une application fOS(R) est son application réciproque .
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Soit N I'ensemble des applications de la forme
f:R - R

X xtb

avec b réel. Montrer que N est un sous-groupe normal de (S(R), o). Attention erreur car pas

normal !!! Pour avoir normal, il faut restreindre S(R) a 'ensemble des applications affines.

4) Soient (Gy,*) et (Gp#) deux groupes d’éléments neutres respectifs e; et e,. Soit f un

morphisme de G; dans G,.
a) Supposons que H; est un sous-groupe normal de (G,,#).
(i) Ecrire la définition « H; est un sous-groupe normal de (G, #) »

(i) Montrer alors que le sous-groupe f'(H,) est normal. Veiller 3 bien écrire vos
hypotheéses et votre objectif.

b) Supposons que f est surjective et que H; est un sous-groupe normal de (Gy,*).
(i) Ecrire la définition « H; est un sous-groupe normal de (Gy,*) ».
(ii) Ecrire la définition de « f est surjective ».

(iii) Montrer alors que le sous-groupe f(Hi) est normal. Veiller a bien écrire vos

hypotheses et votre objectif.

N.B. dans les questions 4.a et 4.b, il est inutile de redémontrer que fl(Hz), f(H,) sont des sous-groupes.

5) Nous avons vu que I'ensemble G1xG, muni de 'opération

U(x1,%2)UG1xGy , D(y1,y2)UG1xGy,  (x1,%2)%(y1,¥2)=(X1*y1, Xo#ys)

est un groupe (groupe produit) d élément neutre (ey,e;) et tel que le symétrique de (x1,X,)

est (x1,x2).
Montrer que HixH, est un sous-groupe normal.
6) On définit 'application suivante
f:G1xG, - G;
(x,%2) = x;

a) Montrer que f est un morphisme du groupe (G1xG,,x) dans le groupe (Gy,*).
b) Déterminer Kerf le noyau de f.
c) Montrer que Imf = G;.

d) Lapplication f est-elle injective, surjective, bijective ?
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Correction DS4 Algebre

Exercice

1)

L'application définie par
fr(R,) - (R,4)

X B In(x)

est un morphisme du groupe (R , .) dans le groupe (R , +)

xUOKerf = f(x)=0 = In(x) =0 < x=1.

Kerf={1} donc f est injective. (Rg passer de In(x)=0 a x=1 suppose déja que f est bijective)

1)

2)  Lapplication définie par
f:(R,) - (R,
X > x
est un morphisme du groupe (]R* ,.) dans le groupe (]R* ,.)
xOKerf = f(x)=1 = x*"=1 = x=1ou x=-1.
Kerf={-1,1}#{1} donc f n’est pas injective.
Probleme

Soit H un sous-groupe de (G,*). Soient h[JH et x[IG, alors
x*h*x'=x*x"*h car * est commutative
=e*h car x’ symétrique de x
=h car e élément neutre de *

Donc (x*h*x’)=h[JH
Donc H est un sous-groupe normal.

2)

3)

UxOG,
x*e*x'=x*x’ car élément neutre de *
=e car x’ symétrique de x
Donc x*e*x’=elJ{e}. Donc {e} est un sous-groupe normal.
* Elément neutre de o
Lapplication identité est bien de la forme des applications de N avec b=0.
* Stabilité de N par o
Soient fLIN et g[IN tellesque f: x > x+b et g: x > x+a. Alors
OxOR, fog(x)=f[g(x)]=f[x+a]=x+(a+b)=x+b’ ou b’=a+b

Donc foglIN
Rg. Sur N, la composition de fonctions est commutative
* Stabilité de N par passage au symétrigue
Soit fON telle que f: x > x+b . Alors f*: x > x-b car
OxOR, fof *(X)=f[x-b]=x-b+b=x=14(x)=F "of().
OxOR, f(x)=x+b’ ott b’=(-b)
donc f*0ON.

Conclusion N est un sous-groupe

4)

(i)
(ii)

a)
H, est un sous-groupe normal = [h,[H,, Oy[G,, y#h,#y’[1H,
Soient h;[0f }(H,) et x(G,. Il faut montrer que : x*h*x'Of }(H,) < f(x*h*x’)0OH, ?
f(x*hy*x’)=f(x)#f(h,)#f(x’) car f morphisme
=f(x)#f(h{)#f(x)’ car f morphisme
=y#f(h,)#y’ ou y=f(x)
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(i)
(ii)
(iii)

5)

6)

Or h,00fY(H,) = f(h1)OH,. Ainsi d’apreés (i), on peut conclure que
f(x*hy*x')=y#f(h1)#y’[H,
Dot x*hy*x’ Of '(H,)
b)
H; est un sous-groupe normal < [lh;[H;, [xGy, x*h*x’ [H,
f est surjective = OylG,, [k[JG4, y=f(x)

Soient h,[If(H4) et yUG,. Il faut montrer que : y#h,#ty’[If(H1) = ChlH,, y#h,#ty’=f(h) ?

Ona
H,Of(H1) = Chi0Hy, hy=f(hy)
yUG, et f surjective = [k[IG;, y=f(x)
D’ou
yiHh,#y’=f(x)#f(h, ) #f(x)’
=f(x)#f(h,)#f(X’) car f morphisme
=f(x*h,*x’) car f morphisme

Or h;0H; et H; sous-groupe normal donc x*hi;*x'[0H;. Donc [h= x*h{*x'0H,,

yith,#ty’=f(h). Donc y#h,#y’ [If(H,).

Elément neutre

e1[JH; car H; est un sous-groupe de (Gy,*) et e,[IH, car H, est un sous-groupe de (G,,#).

Donc (e]_,ez)DHlez.
Stabilité de HixH, par x
Soient (xq,x2)[JH1xH, et (y1,y2)[H1xH,. Alors
x1[JH; et y;[0H; = x1*y1[JH; car H; est un sous-groupe de (Gy,*)
X,[H; et y,[H, = x,#y,[IH; car H, est un sous-groupe de (G,,#)
Donc (x1*y1, Xo#ty2) LIH1xH,
Stabilité par passage au symétrique de HixH,
Soit (xq,x2)[JH1xH,. Notons (x1’,%,") son symétrique
x1[JH; = x;" Hy car Hy est un sous-groupe de (Gy,*)
x200H, = x,’[OH; car H, est un sous-groupe de (G,,#)
Donc (x1',x2")OHxH,.
Sous-groupe normal
Soient (h]_,hz)DHlez et (X]_,Xz)DG]_XGz.
h1[0H4, x;[JG; et H; sous-groupe normal = x;*h;*x,"[IH;
h,[H,, x,00G, et H, sous-groupe normal = x,#h,#x,’[1H,
Donc (x1,x2)x(h1,h2)%(x1’,x2")=(x1*h1*x1’, xo#ho#x;" ) OH1xH,.

a) O(x1,x2)JG1xG; , U(y1,y2)1G1xG,,

fl(x1,%2)%(y1,¥2)1=f(X1*y1, Xo#ty,) par définition de I'opération x

=x,*y; par définition de f
f(x1,%2)*f(y1,y2)=x1*y1 par définition de f
= f[(xa,x2)x(y1,2)]

Donc f est un morphisme
b) (x1,x2)LKerf < f(x1,x,)=€; car e; est 'élément neutre de G, groupe d’arrivée de f
= Xi=e; par définition de f
D’ou kerf={(e1,x,), x,[JG,}#{(e1,e,)} donc f n’est pas injective
c) On sait que ImfJG; car G; groupe d’arrivée de f. Montrons que G;[1Imf.

Soit x[G;. Il faut montrer que : xUImf < [x1,%)0G1xG,, x=f(x1,x2). Si on résout

I’équation, on a
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x=f(x1,X2) = x=x; par définition de f
En prenant par exemple x,=e,, on a trouvé (x1,X,)=(x,e,)[JG1xG, tel que x=f(x1,x;). Donc
xUImf. Donc G;UImf d’ol G;=Imf et f surjective.
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