Cycle préparatoire
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EISTI

=

CERGY - PAU TD n°1

Logique, ensembles
LOGIQUE

Exercice 1
Soient P, Q, R, S quatre propositions.

1) Montrer que
a)"Pet(QouR)" = "(PetQ)ou(PetR)"
b)" Pou(QetR)" = "(PouQ)et(PouR)"
2) En déduire que
"(PouQ)et(RouS)" = "(PetR)ou(QetR)ou(PetS)ou(QetS)"
3) x et y étant deux nombres réels, résoudre le systeme :
(s) {(X—l)(v—Z)iO'
(x=2)(y-3)=0
Exercice 2
On dit qu’une suite (u,) de réels est une suite de Cauchy lorsque
Oe0R,, OpON, O(m,n)0N2, m=p et n2p = Dun—u,C<¢.
Exprimer qu’une suite n’est pas de Cauchy.

Exercice 3
La proposition suivante est-elle vraie ?

OnON, OmON, OpOIN, n=mp

Exercice 4
Traduire en toutes lettres les huit propositions suivantes lorsque x désigne un
individu, y un film et que p(x,y) est la proposition « L’individu x a vu le film y ».

1) Ux, Oy, p(x,y) 2) [k, Oy, p(x,y) 3) Ux, Dy, p(x,y)
4) [x, Uy, p(x,y) 5) Oy, Ix, p(x,y) 6) Oy, Ox, p(x,y)
Exercice 5
A partir des trois propositions P, Q et R, on définit les quatre propositions
suivantes :
A:"(P=Q)=R" B:"(PetQ) = R"
C:"P=(Q=R)" D:”" (P = R)et(Q=R)"
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1) Ecrire les négations des propositions A, B, C et D.

2) Y a-t-il parmi A, B, C et D des propositions équivalentes ?

SOMMES, PRODUITS, RECURRENCE

Exercice 6

1) Calculer

IR | L
(i) Zk(k+1) (i) Bu % (iii) kz:;z

2) Montrer que

(i) ;<Z—<n

L1
(ii) Trouver un encadrement de “—2

Exercice 7

1) Soit (un)nso Une suite arithmétique de raison a et de premier terme upg.

Montrer que :

(i) On=0, up= ug+ na
(i)  On20, ZU —(” +u,Jn+1)

(iii)  En déduire la somme de n premiers entiers

2) Soit (un)nso Une suite géométrique de raison a et de premier terme ug.

Montrer que :

(i) 0On=0, un= upa"

.. é _ 1—anJrl
Un=0 E = :
(ii) n=0, k=OUk Uo =72

Exercice 8
Soient n un entier et pLJ{0,...,n}. On rappelle la formule d’une combinaison

= s =o)

Op0{1,...,n-1}, C° =CP_ +CP}  (triangle de Pascal)

1) Soit nON . Montrer que :
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2) Soient a et b des éléments d’un ensemble E tels que ab=ba. Montrer que :

n

On>0, (a+b)" :Z‘Cﬁapb”_p (formule du bindme de Newton)

p=0

En déduire le développement de (x+2)* et (1-x)”.

ENSEMBLES
Exercice 9
Soient les ensembles suivants
E={a,b,c} F={b,c,d} G={*,#}
1) Construire les ensembles suivants.
ENnF ELIF E\F
ExG P(E) P(E)n P(F)
2) Les écritures suivantes sont incorrectes, expliquer pourquoi et corriger:
ALIE COP(F) CLEXG OO0 P(E)
Exercice 10

Soient A, B et C des sous-ensembles de E. Montrer que
(AnB)\(AnC)=An(B\C)

Exercice 11
1) Montrer que
AnB=AB << A=B
2) Montrer que
(E= AOBetAnB=0) - A=B

Exercice 12

Soient E un ensemble et A et B deux sous-ensembles de E. La différence
symétrique de A et B est le sous-ensemble noté A A B défini par

A A B= (A\B) [0 (B\A)
1) Montrer que
AAB=BAA
2) Montrer que
A=B = AAB=10
3) Montrer que la fonction caractéristique de A A B vaut

bang =PA 20 O +0g

Exercice 13
Soient E, F et G trois ensembles. Montrer que
ExG)O(FxG)=(EDF)xG
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Exercice 14

Soient F et G deux sous-ensembles de E.
1) Montrerque : FOUOG = FOG=G
2) Montrer que : FOG « FOG=E

Exercice 15
Soit E un ensemble fini de cardinal n(ON" et A, B et C deux sous-ensembles de E.
1) Calculer card(AOBLIC).
1) Montrer que cardA+cardA=n.
2) On note AAB=(AOB)\(ANB). Montrer que
card(AAB) =cardA +cardB —2card(A n B).

Exercice 16

Soient E et F deux ensembles finis tels que card(E) = card(F) = n. On note A et B
deux sous-ensembles de E et A’ et B’ deux sous-ensembles de F tels que

card(A) = card(A’) = a et card(B) = card(B’) = b.
Déterminer card((AXA')D(BxE))_

Algebre — TD n°1 4



