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1. Polynômes 

1.1. Définition 

On appelle polynôme sur K (R ou C) toute suite d’éléments de K dont les termes 

non nuls sont en nombre fini. Si pour tout k>n, ak=0, on notera 

P=(a0,a1,…,an)=a0+a1X+…+anX
n
. 

Les éléments a i de K sont appelés coefficients du polynôme P. On notera K[X] 

l’ensemble des polynômes sur K. 

L’écriture de P sous la forme d’une somme finie est unique et permet ainsi de 

procéder à des identifications, 

P=Q ⇔ ∑∑
≥≥

=
0k

k

k

0k

k

k XbXa  ⇔ ak=bk, ∀k∈N. 

En particulier, on dit qu’un polynôme P est 

- le polynôme nul si tous ses coefficients a i sont nuls, P=0, 

- un polynôme constant si tous ses coefficients a i nuls sauf a0, P=a0, 

- un monôme si tous ses coefficients a i sont nuls sauf un ak, P=akX
k
. 

Règles de calcul 

Soient P=a0+a1X+…+anX
n
 et Q=b0+b1X+…+bmX

m
 deux polynômes sur K, et α un 

élément de K. On définit les opérations suivantes, 

� l’addition : P+Q=a0+b0+(a1+b1)X+…+(ap+bp)X
p
, avec p≤max(n,m) 

� la multiplication : P×Q=c0+c1X+…+cn+mX
n+m

, avec ∑
=+

=
kji

jik bac . 

� la multiplication externe : αP=αa0+αa1X+…+αanX
n
. 

Propriété 1 

(K[X],+,×) est un anneau commutatif intègre. 

Remarque : Dans la notation K[X], X est appelé l’indéterminée. Le choix de la 

lettre X est arbitraire et on peut très bien travailler sur des polynômes  

d’indéterminée Y. On peut aussi définir l’anneau K[X,Y] des polynômes aux 

indéterminées X et Y, c’est-à-dire les polynômes définis comme somme des 

monômes αn,mX
n
Y

m
, comme par exemple P=1-X+X

4
Y+2XY

3
+Y

2
. 

1.2. Degré et valuation d’un polynôme 

Le degré de P, noté d°P est le rang du dernier terme non nul. La valuation de P, 

notée val(P) est le rang du premier terme non nul.  

On appelle polynôme normalisé un polynôme dont le coefficient du terme de plus 

haut degré est 1. 
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Par exemple le polynôme, P=3X
2
+X

3
-2X

5
+X

7
 est normalisé de degré 7 et de 

valuation 2. 

Propriété 2 

Soient P et Q deux polynômes non nuls de K[X] de somme et de produit non 

nuls, alors on a 

- d°(P)=0 alors P polynôme constant 

- d°(P+Q)≤max(d°P,d°Q) (avec égalité si d°P≠d°Q)                                

- d°(P×Q)=d°P+d°Q 

- val(P+Q)≥min(val(P),val(Q)) (avec égalité si val(P)≠val(Q))               

- val(P×Q)=val(P)+val(Q) 

Exemple : Soient P=X
3
+X et Q=-X

3
+1, alors P+Q=X+1, d’où d°(P+Q)=1<3. Par 

convention on note d°(P-P)=d°(0)=-∞. 

Soient P=X
3
+X et Q=X

2
-X, alors P+Q=X

3
+X

2
, d’où val(P+Q)=2>1. Par convention on 

note val(P-P)=val(0)=+∞. 

1.3. Polynôme dérivé et fonction polynomiale 

Soit P=a0+a1X+…+anX
n
 à coefficients dans K. On appelle,  

P’= a1+2a2X+…+nanX
n-1

, 

le polynôme dérivé premier de P. On définit par récurrence, le polynôme dérivé 

k
ième

 par 

P
(k)

=(P
(k-1)

)’, ∀k∈N*
 et P

(0)
=P. 

On a P
(k)

=0 pour tout k>n et P
(n)

=n!an. 

On appelle fonction polynomiale associée à P, l’application 

K → K 

x a P(x)=a0+a1x+…+anx
n
. 

Soit α∈K, on dit alors que P(α) est la valeur du polynôme P au point α. 

Propriété 3 : (Formule de Taylor) 

Soient P=a0+a1X+…+anX
n
 un polynôme sur K et α un élément de K. On a 

( ) ( ) ( ) ( ) n
(n)

2
α)(X

n!

αP
...α)(X

2!

α'P'
α)(X

1!

αP'
αPP −++−+−+= . 

1.4. Division de polynômes 

1.4.1. Division suivant les puissances décroissantes 

Soient A et B des polynômes de K[X], avec B≠0. Il existe un unique couple de 

polynômes de K[X], (P,Q), tel que 

A=BQ+R avec









°<°

=

BdRd

ou

0R

. 
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Q et R sont respectivement appelés quotient et reste de la division euclidienne de 

A par B. Si R=0, on dit que B divise A ou que A est multiple de B, et on note BA. 

On dit que A et B sont premiers entre eux si A ne divise pas B et B ne divise pas A. 

Exemple : La division suivant les puissances décroissantes du polynôme 

A=X
5
+2X

3
-X

2
-4X+3 par le polynôme B=X

2
+3X+1, donne  

Q=X
3
-3X

2
+10X-28 et R=70X+31. 

Pgcd de polynômes et théorème de Bezout 

Cette définition de la division, permet d’étendre la notion de pgcd aux 

polynômes et de montrer des résultats similaires à ceux obtenus dans Z. Soient A 

et B deux polynômes de K[X], alors il existe un unique polynôme normalisé ou 

nul tel que pour tout polynôme P, on a (PA et PB) ⇔ PD. On dit que D est le 

pgcd de A et de B et on le note aussi A∧B. 

De même que dans Z, il existe un couple de polynômes (U,V) tel que AU+BV=D. 

Le théorème de Bezout devient alors 

A et B sont premiers entre eux (A∧B=1) 

⇔ il existe deux polynômes U et V tels que AU+BV=1 

L’algorithme d’Euclide permet ici aussi de calculer le pgcd, attention toutefois à 

prendre le normalisé du dernier reste non nul des divisions successives. Par 

exemple, si A=X
4
+X

3
+2X-4 et B=X

3
-3X+2, alors A∧B=X

2
+X-2. 

1.4.2. Division suivant les puissances croissantes 

Soient A et B des polynômes de K[X], avec val(B)=0 et r un entier. Il existe un 

unique couple de polynômes de K[X], (P,Q) tel que 

A=BQ+X
r+1

R avec









≤°

=

rQd

ou

0Q

. 

Q et X
r+1

R sont respectivement appelés quotient et reste de la division 

puissances croissantes à l’ordre r de A par B. 

Exemple : La division à l’ordre 2 suivant les puissances croissantes du polynôme 

A=2+X-3X
2
+X

3
 par le polynôme B=1+4X-X

2
+X

3
, donne  

Q=2-7X+27X
2
 et R=-116+34X-27X

2
. 

1.5. Racines de polynômes 

α∈K est racine de P∈K[X] si 

P(α)=0. 

On dit encore que α est zéro du polynôme P. 

Propriété 4 

- α∈K est racine de P∈K[X] si et seulement si P est divisible par (X-α). 

- Tout polynôme non nul de degré n sur K, admet au plus n racines dans K. 

Soit r un entier non nul. α∈K est racine d’ordre r (ou de multiplicité r) de 

P∈K[X] si P est divisible par (X-α)
r
 et n’est pas divisible par (X-α)

r+1
. 
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Caractérisation 

α∈K est racine d’ordre r de P∈K[X] si et seulement si 

∃Q∈K[X], Q(α)≠0 tel que P=(X-α)
r
Q, 

ou, si et seulement si, 

P(α)=P’(α)=…=P
(r-1)

(α)=0 et P
(r)

(α)≠0. 

Propriété 5 : (Théorème de d’Alembert) 

Tout polynôme non nul de degré n de C[X] admet exactement n racines dans C, 

comptées avec leur ordre de multiplicité. 

Propriété 6 : (Racines complexes d’un polynôme à coefficients réels) 

Si α∈C est racine d’ordre r de P∈R[X], alors α  est racine d’ordre r de P. 

Par suite, tout polynôme sur R de degré impair admet au moins une racine 

réelle. 

Exemple : Soit P=(X
2
-2)(X

2
+1), alors les racines de P dans R sont -√2 et √2, et ses 

racines dans C sont -√2, √2, i, et -i. 

1.6. Polynômes irréductibles 

Un polynôme non constant de K[X] est irréductible dans K s’il n’est divisible dans 

K[X] que par les polynômes constants et les polynômes qui lui sont 

proportionnels. 

Propriété 7 

� Les polynômes irréductibles de C[X] sont les polynômes de degré 1. 

� Les polynômes irréductibles de R[X] sont  

- les polynômes de degré 1, 

- les polynômes de degré 2 du type a(X
2
+pX+q) avec p

2
-4q<0. 

Propriété 8 

Tout polynôme non constant de K[X] se factorise de façon unique sous la forme 

sr1 r

s

r

2

r

1 ...PPkPP = , 

où k∈K*
, r1, r2,…,r3∈N 

*
et P1, P2,…,P3 étant des polynômes irréductibles de K[X] 

normalisés. 

Exemple : Soit P un polynôme de degré n de C[X]. On note α1,…,αk ses racines 

avec leur ordre de multiplicité m1,…,mk tels que m1+…+mk=n. Alors P peut 

s’écrire sous la forme 

( )∏
=

−=
k

1i

m

i
iαXλP . 

On dit que le polynôme P est scindé. 
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2.  Fractions rationnelles 

2.1.  Fonctions rationnelles 

Soient A et B des polynômes de K[X] tels que B≠0. On appelle fraction 

rationnelle sur K l’élément, 

B
A . 

L’ensemble des fractions rationnelles sur K se note K(X). 

Règles de calcul dans K(X) 

Soient les fractions rationnelles de K(X), 
B
AF =  et 

D
CG = . 

La somme et le produit de F et G sont respectivement définies par 

BD
BCADGF +=+  et 

BD
ACGF =× . 

Les fractions F et G sont égales si et seulement si AD=BC. 

Si de plus A≠0, F admet pour inverse la fraction 

A
B . 

On dit qu’une fraction rationnelle est irréductible si A et B sont premiers entre 

eux. On appelle alors pôles de F, les zéros du dénominateur B. 

Soit F une fraction irréductible de K(X), on lui associe la fonction rationnelle, 

K  →  K 

x a  F(x)=
B(x)

A(x)
. 

2.2. Degré d’une fraction rationnelle 

Soit 
B
AF = ∈K(X). Le degré de F est donné par 

d°F=d°A-d°B. 

Propriété 9 






 °°≤+° )

D
C(d),

B
A(dmax)

D
C

B
A(d  et )

D
C(d)

B
A(d)

D
C

B
A(d °+°=×° . 

2.3. Dérivation d’une fraction rationnelle 

La dérivée d’une fraction rationnelle 
B
AF =  est la fraction rationnelle 

 
2

B

AB'BA'F' −= . 



Cycle préparatoire     2013-2014 

Première année         Pau 

 

 

 

 
11



Cycle préparatoire     2013-2014 

Première année         Pau 

 

 

 

 
12

Règles de dérivation 

Soient F et G des fractions rationnelles de K(X) et α∈K. On a 

(F+G)’=F’+G’                (αF)’=αF’                  (FG)’=F’G+FG’. 

2.4. Décomposition en éléments simples 

Propriété 10 

Toute fraction rationnelle F de K(X), s’écrit de manière unique F=E+Q, où E est 

un polynôme, et Q est une fraction rationnelle telle que d°(Q)<0. 

On dit que le polynôme E est la partie entière de la fraction F. 

Exemple : 
1X

1XXXF(X)
2

23

−
+++=  s’écrit aussi 

1X

1)2(X
1XF(X)

2 −
+++= . La partie entière 

est alors égale à E(X)=X+1. 

Propriété 11 

Soit une fraction irréductible de K(X), 

B
AF = , 

avec d°B≥1. On considère la décomposition de B en polynômes irréductibles, 
sr1 r

s

r

2

r

1 ...BBkBB = , où k≠0 et r i≥1, pour i=1,…,s. Il existe alors une unique famille de 

polynômes C i j, (i,j)∈{1,…s}×{1,…,r i}, telle que 

∑ ∑
= =











+=

s

1i

r

1j
j

i

ij
i

)(B

C
EF , 

avec 0)
B

C
(d

i

ij <° , et E la partie entière de F. 

Cette écriture est appelée décomposition en éléments simples de F dans K(X). 

Exemple (suite) : La fraction F définie ci-dessus peut se décomposer en 

1)2(X
3

1)2(X
11XF(X)

−
+

+
++= . 

2.5. Pratique de la décomposition en éléments simples 

2.5.1. Cas d’un pôle simple 

Former dans K(X), la décomposition en éléments simples de  

2)1)(X(X
XF(X)

−−
= . 

La partie entière est nulle. La d.e.s. est donc de la forme : 
2X

b
1X

aF(X)
−

+
−

= . 

On a : [ ] 11)F(X)(Xa 1X −=−= =  et [ ] 22)F(X)(Xb 2X =−= = . D’où 

2X
2

1X
1F(X)

−
+

−
−= . 
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2.5.2. Cas du pôle multiple 0 

On s’intéresse donc à la fraction de la forme 

n
TX

AF(X) = , 

où A∈K[X] et T∈K[X] irréductible. Alors la d.e.s est de la forme 

T
B

X

a
...

X

a

X

a
F(X) 1

1n

1n

n

n ++++= −
− . 

On a alors A=(an+an-1X+…+a1X
n-1

)T+X
n
B, donc an+an-1X+…+a1X

n-1
 est le quotient de 

la division de A par T suivant les puissances croissantes jusqu’à l’ordre n-1. 

Exemple : La d.e.s. de 
2)(XX

1XF(X)
3

5

−
+=  dans R(X) est de la forme 

2X
b

X

a

X

a

X

a
EF(X) 1

2

2

3

3

−
++++= . 

Tout d’abord, on calcule E comme quotient de la division de X
5
+1 par X

4
-2X

3
 et 

on trouve X
5
+1=(X+2)(X

4
-2X

3
)+4X

3
+1, d’où 

2)(XX

14X2XF(X)
3

3

−
+++= . 

On calcule ensuite b, a1, a2 et a3 par division de 4X
3
+1 par X-2 suivant les 

puissances croissantes jusqu’à l’ordre 2, et on obtient un quotient 

323 X
8

33)X
8
1X

4
1

2
1X)(2(4X1 +−−−+−=+  

d’où  

2)8(X
33

8X
1

4X

1

2X

12XF(X)
23 −

+−−−+= . 

2.5.3. Cas d’un pôle multiple quelconque 

Soit par exemple α un pôle multiple de la fraction F (racine multiple du 

dénominateur). Pour obtenir les coefficients relatifs au pôle dans le d.e.s., on 

effectue un changement d’indéterminée Y=X-α et on se ramène au cas 

précédent. 

Exemple : La d.e.s. de 
34 2)(X1)(X

1F(X)
+−

=  dans R(X) est de la forme 

2X

b

2)(X

b

2)(X

b

1X

a

1)(X

a

1)(X

a

1)(X

a
F(X) 1

2

2

3

31

2

2

3

3

4

4

+
+

+
+

+
+

−
+

−
+

−
+

−
= . 

- Calcul des a i : changement d’indéterminée Y=X-1 ⇔ X=Y+1, d’où 

34 3)(YY

1F
+

= . 

On obtient alors les a i en divisant 1 par (Y+3)
3
 suivants les puissances 

croissantes, d’où a4=1/27, a3=-1/27, a2=2/81 et a1=-10/728. 
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- Calcul des b i : changement d’indéterminée Z=X+2 ⇔ X=Z-2, d’où 

43 3)(ZZ

1F
−

= . 

On obtient alors les b i en divisant 1 par (Z-3)
4
 suivants les puissances 

croissantes, d’où b3=1/81, b2=4/243 et b1=10/729. 

2.5.4. Cas d’un polynôme de degré 2 irréductible 
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2.5.5. Quelques pratiques 
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