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1. Polynémes

1.1. Définition

On appelle polynéme sur K (R ou C) toute suite d’éléments de K dont les termes

non nuls sont en nombre fini. Si pour tout k>n, ax=0, on notera
P=(ag,a1,..,an)=ag+ai X+..+apX".

Les éléments a; de K sont appelés coefficients du polynéme P. On notera K[X]

I’'ensemble des polyndmes sur K.

L’écriture de P sous la forme d’une somme finie est unique et permet ainsi de
procéder a des identifications,

P=Q = Y aX =>bX" < a=by, OkON.

k=0 k=0
En particulier, on dit qu’un polyndome P est
- le polynéme nul si tous ses coefficients a; sont nuls, P=0,
- un polynéme constant si tous ses coefficients a; nuls sauf ag, P=ao,
- un mondme si tous ses coefficients a; sont nuls sauf un ay, P=aka.

Reégles de calcul
Soient P=ag+a;X+..+a,X" et Q=bo+b;X+..+bnX" deux polynémes sur K, et o un
élément de K. On définit les opérations suivantes,

» |"addition : P+Q=ag+bo+(ai+b1)X+...+(ap+b,)X", avec p<max(n,m)

* la multiplication : PXxQ=co+ciX+...+CnsmX" ", avec ¢, = Zaibj.
i+j=k
* |a multiplication externe : dP=0ag+0aX+...+0a,X".
Propriété 1
(K[X],+,%) est un anneau commutatif intégre.
Remarque : Dans la notation K[X], X est appelé I'indéterminée. Le choix de la

lettre X est arbitraire et on peut trés bien travailler sur des polynémes
d’indéterminée Y. On peut aussi définir I"anneau K[X,Y] des polyndmes aux

indéterminées X et Y, c’est-a-dire les polynomes définis comme somme des
mondémes O, mX"Y™, comme par exemple P=1-X+X"Y+2XY>+Y?.

1.2. Degré et valuation d’un polynéme

Le degré de P, noté d°P est le rang du dernier terme non nul. La valuation de P,
notée val(P) est le rang du premier terme non nul.

On appelle polynéme normalisé un polynome dont le coefficient du terme de plus
haut degré est 1.
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Par exemple le polynome, P=3X2+X3-2X>+X’ est normalisé de degré 7 et de
valuation 2.

Propriété 2
Soient P et Q deux polynédmes non nuls de K[X] de somme et de produit non
nuls, alors on a

- d°(P)=0 alors P polynéme constant

- d°(P+Q)<max(d°P,d°Q) (avec égalité si d°P£d°Q)

- d°(PxQ)=d°P+d°Q

- val(P+Q)=min(val(P),val(Q)) (avec égalité si val(P)#val(Q))

- val(PxQ)=val(P)+val(Q)
Exemple : Soient P=X?+X et Q=-X*+1, alors P+Q=X+1, d’ol d°(P+Q)=1<3. Par
convention on note d°(P-P)=d°(0)=-co.
Soient P=X3+X et Q=X>-X, alors P+Q=X3+X?, d’ol val(P+Q)=2>1. Par convention on
note val(P-P)=val(0)=+c0,

1.3. Polyndme dérivé et fonction polynomiale

Soit P=ap+aiX+...+a,X" a coefficients dans K. On appelle,
P’= a;+2a,X+...+na X"?,

le polynéme dérivé premier de P. On définit par récurrence, le polynéme dérivé
kiéme par

pl=(plty OkON" et P%=p.
On a PY=0 pour tout k>n et PM=nla,.
On appelle fonction polynomiale associée a P, I'application

K- K

X > P(x)=ag+aiX+..+anx".
Soit aUK, on dit alors que P(a) est la valeur du polynéme P au point a.

Propriété 3 : (Formule de Taylor)
Soient P=ag+a;X+...+a,X" un polynéme sur K et o un élément de K. On a

P= P(Ot)““@“-a)+—P”(.a)(X—a)2 LA )

! 2 X

1.4. Division de polynomes

1.4.1. Division suivant les puissances décroissantes
Soient A et B des polynémes de K[X], avec B#O0. Il existe un unigue couple de
polynéomes de K[X], (P,Q), tel que
R=0
A=BQ+R avecqou
d°R <d°B
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Q et R sont respectivement appelés quotient et reste de la division euclidienne de
A par B. Si R=0, on dit que B divise A ou que A est multiple de B, et on note BLA.
On dit que A et B sont premiers entre eux si A ne divise pas B et B ne divise pas A.

Exemple : La division suivant les puissances décroissantes du polynome
A=X"+2X3-X2-4X+3 par le polynGme B=X’+3X+1, donne

Q=X>-3X>+10X-28 et R=70X+31.
Pgcd de polynémes et théoréme de Bezout

Cette définition de la division, permet d’étendre la notion de pgcd aux
polyndmes et de montrer des résultats similaires a ceux obtenus dans Z. Soient A

et B deux polyndomes de K[X], alors il existe un unique polynéme normalisé ou

nul tel que pour tout polynéme P, on a (PLJA et PLIB) = POD. On dit que D est le
pgcd de A et de B et on le note aussi ALIB.
De méme que dans Z, il existe un couple de polynéomes (U,V) tel que AU+BV=D.
Le théoréme de Bezout devient alors
A et B sont premiers entre eux (ALIB=1)

< il existe deux polynémes U et V tels que AU+BV=1
L’algorithme d’Euclide permet ici aussi de calculer le pgcd, attention toutefois a
prendre le normalisé du dernier reste non nul des divisions successives. Par
exemple, si A=X*+X3+2X-4 et B=X3-3X+2, alors A[B=X?+X-2.

1.4.2. Division suivant les puissances croissantes

Soient A et B des polynémes de K[X], avec val(B)=0 et r un entier. Il existe un
unique couple de polyndomes de K[X], (P,Q) tel que

Q=0

A=BQ+X""'R avecqou

d’Q<sr
Q et X™'R sont respectivement appelés quotient et reste de la division
puissances croissantes a I’ordre r de A par B.
Exemple : La division a I'ordre 2 suivant les puissances croissantes du polynome
A=2+X-3X2+X3 par le polynéme B=1+4X-X*+X3, donne

Q=2-7X+27X’ et R=-116+34X-27X".

1.5. Racines de polynomes

aUK est racine de PUK[X] si
P(a)=0.
On dit encore que O est zéro du polyndme P.
Propriété 4
- 0oUK est racine de POK[X] si et seulement si P est divisible par (X-a).
- Tout polyndome non nul de degré n sur K, admet au plus n racines dans K.

Soit r un entier non nul. aK est racine d’ordre r (ou de multiplicité r) de
r+1

POKI[X] si P est divisible par (X-a)" et n’est pas divisible par (X-a)™".
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Caractérisation
o UK est racine d’ordre r de PUK[X] si et seulement si

OQOK[X], Q(a)z0 tel que P=(X-a)'Q,

ou, si et seulement si,
P(a)=P’(a)=..=P""Y(a)=0 et P!"(a)#0.
Propriété 5 : (Théoréme de d’Alembert)
Tout polyndme non nul de degré n de C[X] admet exactement n racines dans C,
comptées avec leur ordre de multiplicité.

Propriété 6 : (Racines complexes d’un polyndme a coefficients réels)

Si aJC est racine d’ordre r de POR[X], alors O est racine d’ordre r de P.

Par suite, tout polyn6me sur R de degré impair admet au moins une racine
réelle.

Exemple : Soit P=(X?-2)(X?+1), alors les racines de P dans R sont -V2 et V2, et ses
racines dans C sont -V2, V2, i, et -i.

1.6. Polyn6mes irréductibles

Un polyndme non constant de K[X] est irréductible dans K s’il n’est divisible dans
K[X] que par les polyndmes constants et les polyndmes qui lui sont
proportionnels.
Propriété 7
= Les polynémes irréductibles de C[X] sont les polyndmes de degré 1.
= Les polynomes irréductibles de R[X] sont
- les polyndmes de degré 1,
- les polynémes de degré 2 du type a(X’+pX+q) avec p’-4q<0.
Propriété 8
Tout polyndme non constant de K[X] se factorise de facon unique sous la forme
P=kP,"P,"...P,",
ou kDK*, r{, ra,..,r30N “et Py, Py,..,P3 étant des polynémes irréductibles de K[X]
normalisés.

Exemple : Soit P un polynéme de degré n de C[X]. On note 0jy,...,0¢ ses racines
avec leur ordre de multiplicité mgy,..,my tels que mi+..+my=n. Alors P peut
s’écrire sous la forme

k
P=A[](X—a)™.

=1

On dit que le polyndome P est scindé.
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2. Fractions rationnelles

2.1. Fonctions rationnelles

Soient A et B des polyndomes de K[X] tels que B#0. On appelle fraction
rationnelle sur K I’élément,
A

E.
L’ensemble des fractions rationnelles sur K se note K(X).

Régles de calcul dans K(X)

Soient les fractions rationnelles de K(X), F=§ et G =%.
La somme et le produit de F et G sont respectivement définies par

F+G=AD+BC oy pyg o AC
BD

Les fractions F et G sont égales si et seulement si AD=BC.
Si de plus A#Z0, F admet pour inverse la fraction
B

K.
On dit qu’une fraction rationnelle est irréductible si A et B sont premiers entre
eux. On appelle alors pdéles de F, les zéros du dénominateur B.

Soit F une fraction irréductible de K(X), on lui associe |la fonction rationnelle,
K - K
A(x)

X > F(x)= B

2.2. Degré d’une fraction rationnelle

Soit F=%DK(X). Le degré de F est donné par

d°F=d°A-d°B.
Propriété 9
oA 4 Cyc [oA og) o(A % C) = go(A) + ¢°(C
d (B D)-max d (B),d (D) et d (B D) d (B) d (D)-
2.3. Dérivation d’une fraction rationnelle

La dérivée d’une fraction rationnelle F=§ est la fraction rationnelle

po A BB—2 AB'

10
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Regles de dérivation
Soient F et G des fractions rationnelles de K(X) et aJK. On a
(F+G)'=F'+G’ (aF) =aF’ (FG)'=F'G+FG’.

2.4, Décomposition en éléments simples

Propriété 10
Toute fraction rationnelle F de K(X), s’écrit de maniére unique F=E+Q, ou E est

un polyndme, et Q est une fraction rationnelle telle que d°(Q)<0.
On dit que le polyndme E est |la partie entiére de la fraction F.

+
2(X 1). La partie entiére

3 2
F(X):% s’écrit aussi F(X)=X+1+ v

est alors égale a E(X)=X+1.

Exemple :

Propriété 11
Soit une fraction irréductible de K(X),

F=4,
B
avec d°B=1. On considere la décomposition de B en polynémes irréductibles,
B=kB,"B,"...B.,", ou k#0 et ri=1, pour i=1,...,s. Il existe alors une unique famille de
polynémes Cjj, (i,j)U{1,...s}*{1,...,ri}, telle que

s f Cij
F=E+ Z(ZHJ

i=1 \_j=1

C.
avec d°(B—”)<O, et E la partie entiére de F.

Cette écriture est appelée décomposition en éléments simples de F dans K(X).

Exemple (suite) : La fraction F définie ci-dessus peut se décomposer en

_ 1 3
F(X)_X+1+2(x+1)+2(x—1)'

2.5. Pratique de la décomposition en éléments simples

2.5.1. Cas d’un péle simple
Former dans K(X), la décomposition en éléments simples de

— X
Fix) = (X-1)(X-2)

La partie entiére est nulle. La d.e.s. est donc de la forme : F(X) :ﬁ+%.
ona: a=[X-1)F(X),, = -1 et b=[(X-2)F(X)|,., =2. D’od

FX)=—L +_2_
-1 X-2

12
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2.5.2. Cas du péle multiple 0
On s’intéresse donc a la fraction de la forme

— A
F(X) - ’
X"

ou AOK[X] et TUK|[X] irréductible. Alors la d.e.s est de la forme

FX)= o421y 3,8
Xn n-1 X T

On a alors A=(ap+an. X+...+a: X" 1) T+X"B, donc ap+an.1X+..+a: X" est le quotient de
la division de A par T suivant les puissances croissantes jusqu’a l'ordre n-1.

5
Exemple : La d.e.s. de F(X) :ﬁ dans R(X) est de la forme
2,3, b
X2 X X-2
Tout d’abord, on calcule E comme quotient de la division de X°+1 par X*-2x3 et
on trouve X +1=(X+2)(X*-2X3)+4X3+1, d’ou

3
FX)=x+2+ X+
X*(X—2)

On calcule ensuite b, a;, a, et as par division de 4x3+1 par X-2 suivant les
puissances croissantes jusqu’a I'ordre 2, et on obtient un quotient

a
HM=E+§%+

1+4x% = (-2 +X)(-2 -L1x-1x2)+ 33y
2 4" 8 8

d’oU
_ 1 1 _1 33
FX)=X+2—————=——=— 423
x) 2X3  4x? 8X 8(X-2)

2.5.3. Cas d’un péle multiple quelconque

Soit par exemple a un pole multiple de la fraction F (racine multiple du
dénominateur). Pour obtenir les coefficients relatifs au pdle dans le d.e.s., on
effectue un changement d’indéterminée Y=X-0 et on se rameéne au cas
précédent.

1
(X -1)*(X+2)°

F(X) = i B WU T S b, L) +b1,
(x-1)" (X-1) (x-1)" X-1 (X+2)* (X+2)® X+2

- Calcul des a; : changement d’indéterminée Y=X-1 = X=Y+1, d’ou

Exemple : La d.e.s. de F(X) = dans R(X) est de la forme

F=— 1
YA(Y +3)°

On obtient alors les a; en divisant 1 par (Y+3)® suivants les puissances
croissantes, d’ou a,=1/27, a3=-1/27, a,=2/81 et a;=-10/728.

14
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- Calcul des b : changement d’'indéterminée Z=X+2 < X=Z-2, d’ou

_ 1
F=———.
Z*(z-3)*

On obtient alors les b; en divisant 1 par (Z-3)* suivants les puissances
croissantes, d’ou b3=1/81, b,=4/243 et b,;=10/729.

2.5.4. Cas d’un polynébme de degré 2 irréductible

16
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2.5.5. Quelques pratiques

Les méthodes vues précédemment permettent en principe de former les décompositions en
éléments simples dans B(X) ou dans T(X).

Néanmoins, un certain nombre de technigues facilitent le travail :

> En diminuant globalement le nombre de coellicients & caleuler,

< En permettant de caleuler des coellicients peu facilement “accessibles™, & condition cependant
qu'il ne reste a ce stade que peun d'inconnues,

Décomposition dans C(X) d'une traction a coellicients réels

R | R .

Soit f = Fm elément de X,

On pent considérer F' eomme un élément de C{X) et la décomposer en tant que telle.
Tont comme F, cette décomposition doit dtre invariante par conjugaison.

Il en résulte par exemple que la partie entiére de F est un polynome réel,

Il en résulte également que les parties polaires sont conjugudées deux a deux. Plus précisément,
si v ot @ sont denx poles conjupuds non réels de P de nltiplicité ., les parties polaires
e N P e m )L" \ m /IE_F'.

s ocrwvent respectivement ; X _a) it g X o

Clette idée permet done de diminuer de moitié environ le nombre d'ineonnues,

Il est également possible d'utiliser la décomposition dans C{X) d'une fraction rationnelle
réelle I pour obtenir sa décomposition dans B aprés regronpement des termes conjugués.
Cette méthode n'est envisageable que si les poles non réels sont de multiplicité 1.

Utilisation de la parité ou de 'imparicé
=i une fraction rationnelle est paire ou impaire, sa décomposition doit refléter cette propriéte.
Un exprime cette invariance par les transformations X «— F{-X)Joun X — —F{ - X)), et on
ent déduit des relations sur les coellicients {le nombre d'inconnues diminue environ de moitié).

Utilisation d'une transformation laissant la fraction invariante
Il est possible {méme si e'est plus rare qu'avee la parité on Uimparité) que la fraction ration-
nelle F'osoit invariante (ou trés simplement modifiée, par exemple changée en son opposée)
par une transformation “simple”, comme ;

17
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b - r r J' r r J-
XA oX, ou X AN, X —, }x-~l+?.
La décomposition de F doit refléter la méme invariance. Exprimer cette invariance donne 1a

encore des relations sur les coellicients inconnus.

b

Injection de valeurs particuliéres
Cuand il reste pen de coellicients & caleuler, il peut étre intéressant d'injecter, dans ['égalité
entre F' et sa décomposition. une ou plusieurs valeurs qui ne soient pas des poles de F.
Si P est dans B(X), on peut injecter une valeur complexe comme @ (on ), lidentifieation
donnant alors deux relations entre les coellicients réels inconnus.

Utilisation de la méthode lim aF(2)

T
On suppose ici que le degré de Fest strietement négatif (la partie entitre est done nulle).
k r i!*:-{ e Ei,:'ﬁ.
. Ol s :
}:. (A3 };.'2 -+ -jl*.}\. =+ e

Le caleul de lim #Fix) donne alors une relation liant les coeflicients Ay et ay,.
L

O

La décomposition de F' fait apparaitre des termes du type

Cette méthode est intéressante quand il ne reste plus que un ou deux eoefficients & caleuler.
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