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1. Lois de composition interne

1.1. Définitions

Une loi de composition interne sur un ensemble E, ou opération de E dans E,
est une application de EXE dans E.

Exemple : Soit E=R alors I"application définie par
UpUE, UqUE, p#g=p+q-E[p+q].
est une loi de composition interne a E

Soit (E,.) un ensemble muni d’une opération « . ». Cette opération est :
- associative si : UxUE, OyOE, OzOE, x.(y.z)=(x.y).z
- commutative si : OxUE, OyUE, x.y=y.x

Une partie A de (E,.) est dite stable par « . » si OxUA, OyUOA, x.yUA.

Exemple (suite)
L’application # est associative et commutative. Le sous-ensemble A=[0,1]

est stable par #.

1.2. Eléments particuliers

Un élément e de (E,.) est dit

- neutre a droite si : OxOE, x.e=x,

- neutre a gauche si : LIxUE, e.x=x,

- neutre s’il est neutre a droite et neutre a gauche.
Propriété 1
Si e; et e; sont deux éléments neutres de (E,.), alors e;=e,.

Exemple (suite)
Considérons maintenant que E=A. Alors 0 est I’élément neutre de(E,#).

On suppose que (E,.) admet un élément neutre e. On dit que x’ de E est :
- un symétrique a droite de xLIE lorsque x.x'=e
- un symétrique a gauche de xUE lorsque x’.x=e
- un symétrigue de xUE s’il est symétrique a droite et
symétrique a gauche.
Si x de E admet un symétrique, on dit que x est inversible, et on note x~
symétrique de x.

1
le
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Propriété 2

Soit (E,.) un ensemble muni de I'opération « . » associative et admettant un
élément neutre. Si x; et x, sont des symétriques de x, alors x;=x5.

Propriété 3

Soit (E,.) un ensemble muni de I'opération « . » associative et admettant un
élément neutre. L’ensemble U des éléments inversibles est une partie stable
de E par « . ». Si a et b sont deux éléments de U, on a (a.b)'=b*.a™".

Exemple (suite)
On considere toujours que E=A. Alors tout élément p de E\{0O} admet 1-p

comme symétrique par # et 0 est son propre symétrique.

Soient (E,.) et a un élément de A. On dit que a est :
- régulier a droite si [(x,y)0E?, x.a=y.a = x=y
- régulier a gauche si O(x,y)JE?, a.x=a.y =x=y
- régulier s’il est régulier a droite et régulier a gauche

1.3. Distributivité

Soit E un ensemble muni de deux opérations « T » et « * ». On dite que * est :
- distributive & droite par rapport a « T » si 0(x,y,z)0JE>
(xTy)*z=(x*z)T(y*z),
- distributive & gauche par rapport a « T » si O(x,y,z)0E>
z*(xTy)=(z*x)T(z*y),
- distributive si elle est distributive a droite et distributive a gauche.

Exemple (suite)
L'opération # n’est pas distributive par rapport a |’addition ou la

multiplication.

2. Groupes et morphismes de groupe

2.1. Groupes

Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne notée .
On dit que (G,*) est un groupe si l’opération *

i) est associative : UxUG, OydG, OzOG, x*(y*z)=(x*y)*z
ii) admet un élément neutre e : xJG, x*e=e*x=x
iii) tout élément de G admet un symétrique : Ux[G, [X'[IG, x*x'=x"*x=e.
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Un groupe est dit commutatif ou abélien, si I'opération interne * est
commutative,
OxOG, OydG, x*y=y*x.
Propriété 4
Dans un groupe (G,*), d’élément neutre e, tout élément est régulier, c’est-
a-dire
Ox0G, OydaG, UzOG, x*z=y*z = x=y et z*x=z*%y = x=y.

Exemple
(Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (QF, .), (R, .), (C", .) sont des groupes commutatifs.

En revanche, (N,+) et (R, .) ne sont pas des groupes.
Soit V I’ensemble des vecteurs du plan, (V,+) est un groupe commutatif.

2.2. Sous-groupes

Soit (G,*) un groupe d’élément neutre e. Une partie H de G est un sous-
groupe de (G,*) si

i) H est stable par I'opération * : OxOH, OyOH, x*yH,
ii) I’élément neutre appartient a H : e[JH,
iii) H est stable par passage au symétrique : OxOH, x '0OH,
ou x ' est le symétrique (encore appelé inverse) de x.
Propriété 5
Si (G,*) est un groupe d’élément neutre e, tout sous-groupe de G contient e.
Exemple : Centre d’un groupe (G,*)

L’ensemble C={c0G, UOx0G, c*x=x*c} est un sous-groupe de G, appelé le
centre du groupe G.

Cas particuliers

Soit (G,*) un groupe, les sous-ensembles {e} et G sont des sous-groupes de
G.Tout sous-groupe H de (G,*) autre que {e} et G est appelé sous-groupe
propre de G.

Propriété 6
Soit (G,*) un groupe et H un de ses sous-groupes. Pour la restriction de la
loi * a H, encore notée *, (H,*) est un groupe.

Propriété 7
Soit (G,*) un groupe et (H;)io) une famille de sous-groupes de (G,*). Alors
I’intersection des H; est un sous-groupe de (G,*).
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2.3. Morphismes de groupes

Soient (Gy,*) et (G,,#) des groupes et f une application de G; dans G,. On dit
que f est un morphisme (ou homomorphisme) de (Gy,*) dans (G,,#) si

Ox0Gq, OydGy, f(x*y)=f(x)#f(y).

- Unisomorphisme est un morphisme bijectif.
- Un endomorphisme est un morphisme d’un groupe sur lui-méme.
- Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

Notation
Hom(G1,G;) est I'ensemble des homorphismes d’un groupe (Gq,*)
dans un groupe (G,,#).
G, LG, s’il existe un isomorphisme de (G1,*) dans un groupe (G,,#).
End(G) est I’ensemble des endomorphisme de (G, *).
Aut(G) est I’'ensemble des automorphismes de (G,*).

Propriété 8
Soient (Gy,*) et (G,,#) des groupes d’éléments neutres respectifs e; et e,.
Soit f un morphisme de (Gq,*) dans (G,,#).

i) flei)=e;

i) OxOGy, f(x)=(f(x))™*

Propriété 9

Soient (G,*) et (G,,#) des groupes et soit f un morphisme de (Gy,*) dans
(G,,#).

- Si H; est un sous-groupe de (Gy,*), alors f(Hy) est un sous-groupe de (G,,#).

- Si H; est un sous-groupe de (G,,#), alors f_l(Hz) est un sous-groupe de (Gg,*).

Propriété 10
Soient (Gg,*), (G,#) et (Gs, .) des groupes. Si flOHom(G{,G,) et
gldJHom(G,,G3), alors gof[lHom(G4,G3)

Exercice : Montrer que (S(E),o) est un groupe, ou S(E) est I'ensemble des
bijections d’un ensemble E dans lui-méme (encore appelé ensemble des
permutations).

Propriété 11
Soit (G,*) un groupe et soit f un automorphisme de G. Alors f ~
automorphisme de G.

! est un
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2.4, Noyau et image

Soient (G1,*) et (G,,#) des groupes d’éléments neutres respectifs e; et e,.
Soit f un morphisme de (G4,*) dans (G,,#).

On appelle image du morphisme f, I'’ensemble f(G1) de G,, noté Im f,
Imf={y1G,, [Ix[JGy, y=f(x)}.
On appelle noyau du morphisme f, I’ensemble f *({e,}) de Gy, noté Ker f,
Kerf={x[G, f(x)=e,}.

Propriété 12
Kerf est un sous-groupe de (G1,*) et Imf est un sous-groupe de (G,,#).

Propriété 13
- f estinjectif si et seulement si Ker f = {e}.
- f est surjective si et seulement si Im f = G,.

3. Anneaux
3.1. Définitions et regles de calcul

Un anneau est un triplet (A,+, .) constitué de
1) un ensemble non vide A,
2) une loi de composition interne, appelée addition de A, telle que (A,+) est
un groupe abélien,
3) une loi de composition interne, appelée multiplication de A, telle que la
multiplication
- soit associative
- admette un élément neutre
- soit distributive par rapport a I’addition

Un anneau (A,+, .) est dit commutatif si sa multiplication est commutative.

Exemple : (Z,+, .) est un anneau commutatif

Si A={a}, alors il n’y a qu’une loi de composition interne définie par a*a=a. Il
existe donc un seul anneau ayant un seul élément, appelé Yanneau nul.

Notations
- L’élément neutre de I’addition est noté 0,.
- L'élément neutre de la multiplication est appelé élément unité et est
noté 1,.
- Le symétrique de alJA pour I'addition est appelé opposé de a et est
noté —a.
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- Le symétriqgue de alJA pour la multiplication, s’il existe, est appelé
inverse de a et est noté a™'.

Un anneau commutatif dont tous les éléments sont inversibles sauf
I’élément neutre pour I"addition est appelé un corps.

Exemples : Les corps les plus communément utilisés sont R et C.

Opérations externes
Etant donné alJA et nLZ, on définit I’élément nalJA par :

- la=a et 0a=0,,
- pour n>1, na est la somme de n termes égaux a a,
- pour n<0, na=(-n)(-a), est la somme de —n termes égaux a I'opposé de
a.
Etant donné alJA et nON, on définit I’élément a" par :
- a%1,, a'=a,
- pourn>1,a"=a.a"'=a"t.a

Propriété 14 : Regles de calcul
= Pour tout allA, 0p.a=a.0,=0,.
= SiCard A>1, on a 05%1,.
= [JalA, ObUA, (-a).b=a.(-b)=-(a.b)
= [alA, ObOA, (-14).a=-a et (-a).(-b)=a.b
= [alA, ObOA, OclA, a.(b-c)=a.b-a.c et (b-c).a=b.a-c.a
= [JalA, ObUA et On0Z, (na).b=a.(nb)=n(a.b)

Propriété 15
Si a et b sont des éléments de A qui commutent, on a

n
pour tout nON, (a+b)" =ZC',§ak.b”_k (formule du binéme)
k=0
. n—-1
pour tout nON, a" -b" :(a—b).Zan_l_k.bk
k=0
3.2. Anneaux integres

Soit (A,+, .) un anneau non nul et alJA\{0a}. On dit que a est
- diviseur de 04 a droite s’il existe x£0, tel que x.a=0,,
- diviseur de 04 a gauche s’il existe yZ0, tel que a.y=0,,
- diviseur de 04 s’il est diviseur a droite et diviseur a gauche.

Propriété 16
Si un anneau (A,+, .) n"admet pas de diviseur de 0, alors
HalA, ObUA, a.b=0y = a=0x ou b=04.

10
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Un anneau (A,+, .) est intégre s’il est commutatif et sans diviseur de 0a.

Un élément non nul alJA est nilpotent s’il existe un entier non nul n tel que
n
d =OA-

Exemple : (Z,+, .) est un anneau intégre.

3.3. Sous-anneaux et anneaux produit

Soit (A,+, .) un anneau.

Une partie non vide B de A est un sous-anneau de (A,+, .) si
i) 1.08B
ii) B est un sous-groupe de (A,+)
iii) B est stable par la multiplication de A

Exemple : Produit d’anneaux
Soient (A,+, .) et (B,#,*) deux anneaux. On munit AXB des lois de
composition internes,
[(a,b)JAXB, O(a’,b’)JAXB
(a,b)O(a’,b’)=(a+a’,b#b’)
(a,b)x(a’,b’)=(a.a’,b*b’)
Alors (AxB,0,x) est un anneau appelé I’anneau produit de (A,+, .) et (B,#,*).

3.4. Morphismes d’anneaux

Soient (Aq,+,X) et (A,,#,*) deux anneaux, et f une application de A; dans A,.
On dit que f est un homomorphisme (ou morphisme) d’anneaux si

i) OxOAq, OyOA, f(x+y)=f(x)#f(y)

i) OxOAq, OyOA,, f(xxy)=f(x)*f(y)

iii) f(lAl) =1,,

- Unisomorphisme est un morphisme bijectif.
- Un endomorphisme est un morphisme d’un groupe sur lui-méme.
- Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

Exemple :

Soient (A,+, .) et (B,#,*) deux anneaux. Alors I'application f de AXB dans A
définie par f: (a,b) —a est un morphisme d’anneaux. Cette application est
appelée I'injection canonique de AXB dans A.

12
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