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Applications
TD

Proposition de correction

Exercice. Soit A, B,C trois parties d’un ensemble E.

1.
2.
3.

Déterminer 1,4\ en fonction de 14 et 1p.
Déterminer 1445 en fonction de 14 et 1.
Quand est-il vrai que AA(BNC) = (AAB) N (AAC)?

L =15 =1a(1 - 15))1a — 141 = 1A~ Lgnp.
- Laag = Laus)\(anB) = Luup)n@ams) = Lauslamg = (La + 1 — Lalp)(1 — Tang) = (La + 1 — Lalp)(1 — 1alp) =

g+ 15— 14151315 - 1413+ 1312 =14 + 15— 21, 1p.

. Si cet exercice sur les ensembles est dans ce chapitre c’est qu’il vaut mieux utiliser les fonctions indicatrices (et la question

précédente nous met sur la piste. . .)

Laasre) = L1a+1pnc —21alpnc
=14+ 1gle—2141p1¢
Ensuite
LaaB)n(aac) = Laaslaac = (1o +1p—2141p)(1a +1c —2141c)

=144+ 141C 2141+ 1pla+1plec =214 1l — 2141 — 2141l +414151¢
=1 —Tlyqlec—T4lp+1p1c

Donc les deux fonctions caractéristiques sont égales si et seulement si

Ta4+1ple =210l =14 -1yl —T14lp+1plc
Slple+ 141 21411 =0
©1a(lc+1p—21plc) =0=141prc = Lan(pac)

Donc I’égalité a lieu si et seulement si AN (BAC) = 0, ¢’est-a-dire BAC C A.

Exercice. On considéere 1’ensemble des étre humains.

1.
2.
3.

A chaque individu on lui associe « sa mére ». Cela définit-il une application ?
Si oui, est-elle injective, surjective, bijective ?

Mémes questions avec « sa sceur ».

. Chaque individu a exactement une mere (biologique) (Un individu peut ne plus avoir de mere encore vivante). Donc nous

définissons bien une application.

. Elle n’est pas injective car deux individus peuvent avoir la méme mere. Elle n’est pas non plus surjective car tout individu

(surtout les hommes) ne sont pas forcément la mere de quelqu’un.

. Un individu pouvant avoir plusieurs sceurs, cela ne définit pas une application.

Exercice. Soit f: E — F une application. Discuter des affirmations suivantes (E et F' sont de cardinal strictement supérieur a 1) :

1

2
3.
4

(o eI e Y N S R

. VX€EE,Vy€EF, f(x)=y 5.VyeF,Vx€E, f(x) =y
. Vx€E,Iy€EF, flx) =y 6. VyeF,Ix€E, f(x)=y

Wxe€E,Vy€eF, f(x)=y 7. yeF,Vx€E, f(x)=y
. dx€E,IyEF, f(x)=y 8. dyeF,Ix€E, f(x)=y

. Toujours faux.

. Vrai (voir la définition d’une application).

. Impossible.

. Vrai (sinon f n’est pas définie) (et cela découle de la deuxieme proposition).
. Idem que la premiere.

. Vrai uniquement si f est surjective.

. Vrai uniquement si f est constante.

. Idem que la quatrieme proposition.
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Exercice. On définit les fonctions suivantes :

=R\{0} — ]R Ap=R — R A3=R — R
fll{ x o L le{ f31{
J Ay=R — R [ As=[0;4] — R
f4'{ X — 3x42 fs-{ —
1. Pour tout i € [1;6] :
a) Tracer la courbe représentative de f;.
b) Dire si f; est injective, surjective, bijective.
c) Si f; n’est pas bijective, déterminer des ensembles E; et F; tels que f; soit une bijection de E; sur Fj.
d) Déterminer les ensembles fi(A;), f; (]0;2]), ff' (J-1;1)).
2. Déterminer 1’ensemble de définition et I’expression de chacune des applications suivantes :

a) fiof b) frofi c) faofs d) feofs

1. i=1 a) Hyperbole connue.

b) Injective. Pas surjective car 0 n’a pas d’antécédent.
c) Ei=A;=F.
&) f1(41) = A, £10052]) = [0 £ (= 151]) = | —oos —1[U]15+o9].

i=2 a) Sinusoide connue.
b) Pas injective. Pas surjective.
©) By=[-%:3]etFh=[-1;1].
d) fo(Ar) = [~151], £(0:2]) =]0;1] (car T <2 <m), f5 ' (]-1:1)) =] - ;3 [+ k.

i=3 a) Simple parabole.
b) Pas m]ectlve car f(0)=0 f( 1). Pas surjective car -1 n’a pas d’antécédents (x> +x-+4 = 0 n’a pas de solutions).

0 &= [4i4.5 =[]

d) f3(A3) = [~} :+e0]. f3(00: }):}0;6],5'(171;1[)4"Eﬁ;’léﬁ I
i=4 a) Simple droite.

-N'—‘ Il

b) Bijective.

¢c) Es=F,=R.

d) fa(As) =R, £4(0052)) =12:8], £, (=1:1) =] 15 -4 [.
i=5 a) Parabole (couchée) connue.

b) Injective et non surjective.

c) Es=F=R,.

d) f5(A3) = Re. f5(10:2) = [0:v2] £ (= 1:1) = Jos 1.
i=z6 a) Courbe connue.

b) Bijective.

¢) Eg=Ag, Fs=R.

) fo(Ae) =R. £510:2]) =]—eosin(2)]. fi ' (|=1:1) =] 3 se -

2.
a) flofr(x) = sin(y) - Domaine de définition : R\ {km}.
b) frof1(x) =sin (lx) Domaine de définition : R*.
¢) fao f5(x) = 3y/x+2. Domaine de définition : R.
d) feo f5(x) =1In(y/x) = 1In(x). Domaine de définition : R, .
Exercice.

1. Soit f I'application de R dans [—1; l] définie par f(x) = sin(mx). L’ application f est-elle injective surjective, bijective ?

2. On note g la restriction de f a ] —% 3 [ Montrer que g est une application bijective de ] -7 % [ sur |—1;1[.

1. f(0) = f(1) = 0. Donc I’application n’est pas injective. Toute valeur de [—1;1] est atteinte par la fonction sinus, donc
I’application est surjective. Elle n’est pas bijective.

2. La fonction sinus est bijective de [—% ; %] sur [—1;1] (méme chose avec les intervalles ouverts). Donc I’application g est

aussi bijective de | — 4 1 [ sur]—1;1].
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Exercice. On définit I’application :
Py C\{0} — C
' z > zZ+ %
. L’application f est-elle injective, surjective, bijective ?
. Déterminer I'image par f du cercle unité (centre O et rayon 1).

W N =

. Déterminer I’'image réciproque par f de iR.

1. Nous avons clairement f(z) = f (1). Donc f n’est pas injective. Soita € C. f(z) =a < 2>

second degré possede toujours au moins une solution (dans C). Donc f est surjective.

—az+ 1 =0. Or une équation du

2. Sizest sur le cercle unité, alors % =7z. Do f(z) = z+7Z = 2Re(z). Donc I'image est incluse dans I'intervalle réel [—2;2].
Montrons I’inclusion réciproque : soit y € [—2;2] et posons z = +iy/1— % Puisque y € [—2;2], le terme sous la racine

est positif et z est bien défini. Nous avons |z| = % + 1 — % =1 et 2Re(z) = y. Ainsi, z est bien un antécédent de y par f,
appartenant au cercle unité. L’image du cercle unité est donc bien [—2;2].

3. On cherche les antécédents de ib avec b € R. Nous avons vu que cela revenait i résoudre I’équation z> — ibz+ 1 = 0 dont
le discriminant est A = —b? —4 = i>(b> +4) < 0. Les solutions sont donc zj , = LEVb+4 V2b2+4 = % (bi Vb2 +4>. Puisque

Vb2 +4 > |b|, nous avons que b=+ v/b% + 4 parcourt R lorsque b parcourt IR. Donc I'image réciproque de iR est incluse dans
iR. Montrons I’inclusion réciproque : soit ib € iR, f(ib) = ib+ + =ib— 4 =i(b— }) € iR. Dol f(iR) C iR et en utilisant
un résultat de I’exercice ??, iR C f~' (f(iR)) C £~ '(iR). Finalement, f ' (iR) = iR.

Exercice. Soit f: E —F,g:F — Geth: G — H trois applications. Montrer que :
(go f et hog sont bijectives) < (f, g et h sont bijectives)

Le sens indirect (<=) est évident.
Si go f est bijectif, alors il est surjectif et donc g aussi (d’apres 1’exercice ??). De méme, puisque /o g est injective, g aussi. Donc
g est bijective. Finalement, f = g~ ' o (go f) est bijective par composée de fonctions bijective. De méme pour /.

Exercice. Soit f:E — F, g:F — G, et h: G — E trois applications telles que ho go f injective, go f oh injective et fohog

surjective. Montrer que f, g et & sont bijective.

D’apres I’exercice ??, f, go f, foh et h sont injectives, et f et f oh sont surjectives. On en déduit que f est bijective, ainsi
que foh. D’ou & bijective. Il ne reste plus qu’a montrer que g est injective et surjective.

Injective : Soit y; et y, dans F tels que g(y;) = g(y2). Montrons que y; = y,. Puisque f est bijective, y; et y, posseédent chacun
un unique antécédent x; et x5. Ainsi go f(x1) = go f(x2). En composant par i nous avons hogo f(x;) = hogo f(x;) et par
injectivité de cette derniere application, nous avons x; = x, d’ott y; = f(x1) = f(x2) = y» et g est injective.

Surjective : Soit z € G. Nous cherchons x € F tel que g(x) = z. Puisque I’ensemble d’arriver de & est I’ensemble de départ de
f, nous pouvons composer en boucle : y = foh(z) € F. Or fohog: F — F est surjective, donc y posséde (au moins) un
antécédent x € F tel que fohog(x) =y = foh(z). Mais puisque f et & sont bijectives, f ok aussi, nous avons donc unicité
de I'image et donc z = g(x). D’ol g est surjective.

Autre méthode : g = (go f)o f! estinjective et g = (foh) ' o(fohog) est surjective.

Exercice. Soit f: E — F une application. Montrer I’'implication suivante :
(f est surjective) = (pour tout ensemble G et toutes applications g,h: F — G, gof =hof = g=h)
On admettra que I’implication réciproque est vraie.

Soit f surjective, un ensemble G et deux applications g et 4 de F dans G telles que go f = ho f. Montrons qu’alors g = h.
Soit y € F. Par surjectivité de f, nous avons ’existence d’un x € E tel que y = f(x). Ainsi, g(y) = g(f(x)) =h(f(x)) = h(y). Nous
avons donc montré que pour touty € F, g(y) = h(y), c’est-a-dire g = h.

Exercice. Soit f: E — F une application. Montrer I’équivalence suivante :
(f estbijective) < (VA CE, f(A) = f(A))

On suppose que f est bijective. Soit A C E.
: Soity € f(A). Tl existe donc x| € A tel que y = f(x;). Par injectivité de f, ce x| est unique, c’est-a-dire que pour tout

x €A, f(x) #y.Doncy ¢ f(A), c’est-a-dire y € f(A).
: Soity € f(A) C F. Par surjectivité de f, il existe x; € E tel que f(x;) =y. Six; € A, alors y = f(x1) € f(A), ce qui
n’est pas le cas. Donc x| ¢ A, ¢’est-a-dire x; € A. D’ouy € f(A).
Montrons maintenant la réciproque.
Injectivité : Soit x| et x, deux éléments de E et posons A = {x;} C E. Nous avons alors f(A) = {f(x;)}. Sixp # xj, alors
xp € A et par conséquent, d’apres I’hypothese, f(x2) € f(A) = {f(x1)}. Donc f(xz) # f(x1).

Surjectivité : Nous avons E C E, donc f(E) = f(E) = f(0) = 0. D’ou f(E) = F et f est surjective.
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Exercice (Factorisation d’application).

1. Soit f: F — E et g : G — E deux applications. Montrer que :

(il existe une application 4 : G — F telle que g = foh) < (g(G) C f(F))

A quelle condition £ est-elle unique ?

2. Soit f: E — F et g: E — G deux applications. Montrer que :

(il existe une application h: F — G telle que g = ho f) & (Vx,y € E, (f(x) = f(y) = g(x) = g(»))

A quelle condition £ est-elle unique ?

1. Soity € g(G). Alors il existe x € G tel que y = g(x) = foh(x). Or h(x) € F,d’ou foh(x) € f(F)ety€ f(F).
Soit x € G. Tentons de construire une image de x par 4. Nous avons g(x) € g(G) C f(F), donc il existe (au moins) un

y € F tel que f(y) = g(x). Il suffit alors de poser y = h(x) pour avoir f o h(x) = g(x).

L’application / est unique a condition que le y, antécédent de g(x), est unique. Ceci est vérifié des que f est injective.

2. Soit x et y dans E tels que f(x) = f(y). Alors, g(x) = ho f(x) =ho f(y) = g(y).
Soit y € F. On cherche a construire z € G tel que z = h(y). Si y posséde un antécédent par f, alors il existe x € E tel

que f(x) = y. Il suffit alors de poser z = h(y) = g(x) pour avoir ho f(x) = g(x). Ceci est réalisable sans ambigiiité car
si y posséde un second antécédent x’, alors f(x') =y = f(x) et donc, par hypothese g(x') = g(x) = z = h(y).
Siy ne possede pas d’antécédents, on peut donner n’importe quelle valeur a A(y), cela n’affectera pas 1’égalité g(x) =

ho f(x).

L application A est unique a condition que pour tout y, le choix de A(y) est unique. Ceci est vérifié des que tout éléments de
F possede au moins un antécédent, c’est-a-dire des que f est surjective.

Exercice. Soit f: E — F une application. On considere les applications :

8: PE) — P(F)

p: PF) — P(E)
A s f(A) ot B — f

Montrer les équivalences suivantes :

1. f injective < d injective < p surjective

2. f surjective < J surjective < p injective

1.

Supposons f injective et montrons & injective. Soit A et B deux parties de E telles que 8(A) = f(A) = 8(B) = f(B).
Soit x € A, nous avons f(x) € f(A) = f(B), donc il existe x, € B tel que f(x3) = f(x). Par injectivité de f, nous avons
X =1x3,d’ 0ol x € BetA C B. De la méme maniere, nous avons B C A. D’olt A = B et d injective.

Supposons & injective et montrons f injective. Soit x; et xp deux éléments de E distincts. Nous avons donc A} =
{x1} # {x2} = A,, d’o par injectivité de §, f(A|) # f(A2). Or par définition d’une application, f(A;) et f(A2) sont
obligatoirement des singletons {y; } et {y»}, avec y; = f(x1) et yo = f(x2). Ainsi, f(x1) # f(x2) et f est injective.
Autre méthode : Supposons que f(x;) = f(x2) et montrons que x; = xp. Nous avons alors 8(A;) = 8(A;), donc par
injectivité de §, {x|} = A = Ay = {x2}.

Supposons f injective et montrons p surjective. Soit A C E. Posons B = f(A) C F. Alors p(B) = f~'(B) = f~'(f(4)).
Or nous avons montré a I’exercice ?? que si f était injective alors f~!(f(A)) = A. Nous avons donc bien trouvé un
antécédent pour A dans % (F), et montré la surjectivité de p.

Supposons p surjective et montrons f injective. Soit x] et x, deux éléments de E et A} = {x1} CE, Ay = {x} CE.
Par surjectivité de p, il existe By C F tel que p(B;) = f~'(B1) = A;. Puisque A est un singleton, il ne peut étre
image réciproque que d’un seul élément. Donc Bj est aussi un singleton, qui n’est autre que {f(x;)}. De méme, il
existe By = {f(x)}, singleton tel que A» = £~ !(B,). Supposons maintenant que x| # x, alors A| # A,. Dans ce cas,
p(B1) # p(By) et By, By ne peuvent pas étre égaux. Ainsi f(x;) # f(x2), donc f est injective.

Autre méthode : on commence de méme, mais on suppose cette fois que f(x;) = f(x2). Dans ce cas, B; = B,, d’ou
p(B1) = p(By), c’est-a-dire A| = A et finalement x| = x;.

Supposons f surjective et montrons J surjective. Soit B C F. Si B = 0, alors A = 0 vérifie f(A) = B. Supposons B non
vide, alors par surjectivité de f, Vy € B,3x, € E, f(x,) =y. En notant A = {x, / y € B}, nous avons bien f(A) = B.
D’ou d surjective.

Supposons  surjective et montrons f surjective. Soit y € F et posons B = {y} C F, par surjectivité de 9, il existe A C E
tel que f(A) = 8(A) = B = {y}. Il suffit alors de prendre n’importe quel x € A pour avoir I’existence de x € E tel que
f(x) =y. Donc f est surjective.

Supposons [ surjective et montrons p injective. Soit B et By deux parties de F tels que p(B;) = p(B»). Montrons
que B; = B, par double inclusion. En supposant By # 0, soit y € By, alors par surjectivité de f, il existe x € E tel que
f(x) = y. Nous avons alors x € f~!(By), donc x € f~!(B,) ce qui veut dire que y = f(x) € By. On a ainsi montré
que By C By. Si By =0, alors p(By) = 0 = p(By). Si By # 0, la surjectivité de f nous donne p(B;) # 0, ce qui est
contradictoire, donc By = @ = Bj. Par symétrie du probleme, nous avons aussi B, C B et donc By = Bj. Ainsi p est
injective.
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— Supposons p injective et montrons f surjective. Soit y € F. Puisque p(0) = 0, nous avons par injectivité de p, p({y}) #
0. Donc il existe x € p({y}) = £~ ' ({y}). Ainsi, il existe x € E tel que y = f(x) et f est surjective.



