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Nombres complexes
TD
Proposition de correction

Exercice. SoitP={z€C /Im(z) >0}etD={z€C/ |z|] <1}. Montrer que f : z+> % est une bijection de P sur D.

=i
Z+i
— Montrons qu’elle est surjective : Soit z € C tel que |z| < 1. Cherchons x € C (et méme x € P), tel que f(x) =z:

-7 =7-z787=7.

— Montrons qu’elle est injective : On résout fﬁ =

X—1i
f(x)zz@x—ﬁzz@xfi:z)wriz

14z
S x(l—z)=i(l+z) @x:i(l—ﬂ) z# lcarz| <1
-z
Donc f est bien une bijection. En réalité nous avons montré que c¢’est une bijection de C\ {i} sur C\ {1}. Reste donc a montrer
que I’image de P est D. SiIm(z) > 0, alors

e—il* = (z—i)(@+i) = [} + 1 +i(z—2) = |z> + 1 —2Im(2)
<z +1

lz+i* = |z> +1+2Im(z)

> |72 +1

Donc on a

z—i2
. <1

N2
P =

On a en faite I’équivalence Im(z) > 0 < |f(z)| < 1. D’ou f(P) C D. Réciproquement, si z € D (donc |z| < 1), alors par bijectivité
de f, il existe x € C tel que f(x) = z. Et par I’équivalence précédente, nous avons Im(x) > 0, donc x € P et z = f(x) € f(P). D’ou

f(P)=D.

Exercice. Résoudre dans C :

1. 2ix—=3=1—i 2 x+2y = 1
' x—iy = 2i
o x=—1—-2i 2. y=12— jetx=1-2y=1+2i
L X=—3 S Y= gy T letx = y=1+2

Z+i
z—2i"

1. Déterminer I’ensemble (E;) des nombres z tels que Z soit réel.

Exercice. Etant donné z € C\{2i}, on forme Z =

2. Déterminer I’ensemble (E;) des nombres z tels que Z soit imaginaire pur.

3. Déterminer I’ensemble (E3) des images des nombres z tels que Z ait 72—t pour argument.
1. ZER S Z=Z & (z+i)(Z+2i) = (Z—i(z—2i) & 3iz+3iz= 0 & z € iR (avec z # 2i).
= 2
2.Z€iReZ=-Z (z+i)(z+2)=—(z—i(z-2)) & z-Im(z)-2=0 2+’ —y-2=0>+(y— 1) =3
C’est donc le cercle de centre (0; %) et de rayon % privé du point 2i.

(z+4) (z+2i) _ X2y —y—243ix
|z—2il* |z—2i]?

sa partie imaginaire est strictement positive si et seulement si x > 0. L’ensemble est donc le cercle précédent restreint aux

points d’abscisses strictement positives.

3. Nous avons alors Z € iR et Im(Z) > 0. Donc z est sur le cercle précédent. De plus Z = . Donc

Exercice. Etant donné x et y réels, on considere les nombres complexes :
1 =x—4+i(y+5) ; n=x+4+i(y—1) ; z=x+iy et son image M(x,y) dans le plan

1. Pour quel point M a-t-on z; =3z, ?
2. Déterminer et représenter 1’ensemble & des points M tels que z; — zp soit réel.

3. On note A le point d’affixe —2i. Montrer que z;z; est imaginaire pur si et seulement si |z + 2i| = 5. En déduire I’ensemble €
des points M tels que z1z2 soit imaginaire pur.
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1.zl:3z2<:>x—4+i(y+5):3(x+4)+3i(1—y)<:>{;“:5‘ - ggt;‘g @{‘2& - :;6 Lasolution est donc

M= (-8;-1).

2. Onazy —z3 = —8+i(2y+4). Donc z; —z est réel si et seulement si 2y +4 = 0, ¢’est-a-dire y = —2. L’ensemble Z est la
droite d’équation y = —2.

3. La partie réelle de z;z3 est (x—4)(x+4) — (y+5)(1 —y). Donc z;z; est imaginaire pur si et seulement si sa partie réelle est
nulle, ¢’est-a-dire x> +y> +4y —21 = 0 < x> + (y+ 2)2 = 25. U’ensemble est donc le cercle de centre A et de rayon 5.

Exercice (Identité du parallélogramme). Montrer que pour z et ¢’ complexes, on a |z+7

+lz=2F =2(l +12F). En
déduire que dans un parallélogramme ABCD, la somme des carrés des diagonales est égale a la somme des carrés des cotés :
AC? + BD* = AB? + BC? + CD? + DA.

11 suffit de développer : [z +7/|* = Z+27 + 277 +77 et |z —7|* = 22— 27 — ZZ+ 77 On en déduit le résultat.
Soita,b,c,d les affixes des points. Puisque nous avons un parallélogramme, nous avons /ﬁ) = R‘ etﬁ = 17 doud—a=c—bet
b—a=c—d.Enposantz=d—a=c—bet7 =b—a=c—d,nousavons z+7 =c—aetz—7 =d—b. Dot |c—a|* +|d —b|* =
ld—al>+|c—b]>+|b—a|* +|c—d|*, ¢’est-2-dire AC? + BD* = AB? + BC* + CD* + DA2.

Exercice. Soit (z;7) € U? tel que zz’ # —1. Démontrer par deux méthodes que Z = IZIZZZ/, eR.

1¢ méthode : On démontre 1’égalité au conjugué en utilisant les propriétés de la conjugaison :

2+7 47  z+@d +7—z-7 -7 -7

Z—-7= - =
1+z7 1+ (1+z7")(1+z7)
B 47 P +7 42| )P -7 =7 |2 -2 |7) 4747 4z—z2-7 -7 -2
(14+z7)(14z7) (14+z7)(14z7)
=0

Donc Z = Z et on en déduit Z € R.
2de méthode : On utilise I’écriture exponentielle de zet 7/ : 3(0;0') € R?, z=e® et 7/ = e Par conséquent :

040 106 00 o
ISR RN S <e’ > 4e 2 ) 2cos<¥>

T 1tePe® ] 4ei(0+0) T e (ei9+—29’ +e—i°+T"/) T cos <e+29’>

Exercice. Démontrer par deux méthodes que :

1
VzeU\{1}, Z= % €iR

1re méthode : On démontre 1’opposition au conjugué en utilisant les propriétés de la conjugaison :

_ 1 z+1 Z—z+7—14+2Z+z-7—1 20z -2 _
Z+Z:Z+ +f+ _Z—2+% +fz+z =1 2] - 05 7—-Z7ZciR
=1 z-1 (z-1E-1) (z-1E-1)
2de méthode : On utilise I’écriture exponentielle de z et 30 € R, z = /. Par conséquent :
e® 41 el (ei%+e*ig> 2cos (g) cos (%)
T -1 T e /o N oy = 5\ € iR
€ e? (e’i —e’15> 2isin <§> sin (§>

Exercice. Soit (a;b) € C?, avec a # b. Démontrer par deux méthodes que :

a—>b
(aeU ou beU)#l_EbeU

1re méthode : On utilise purement les propriétés de la conjugaison.
Méthode 1-a : Supposons par exemple que a € U. Alors @ = % donc :

1 —b —b
l—ab=1--b="""20=2"" —4cU
a a 1—ab
Supposons maintenant que b € U. Alors :
a—b la—b|  |a—b| |a—b| |a-b a-b| |-a—b —
= = = = = — | = |b= =|=bl=|b|=1b|=1
1—-ab| |1—ab| |1—ab| |1—ab| 1—ab 1-£ b—a [=5] = [p] =12
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Méthode 1-b : Notons Z le rapport considéré. On a :
7 a—>b " a—b _ (a—b)@—b)  aa—ab—ab+bb |a|* + |b|* —ab—ab
~1-ab T—ab (1—ab)(1—ab) 1—ab—ab+aabb 1+|a|*|b|* —ab—ab
Par conséquent : a € U= |a|*> =1=2ZZ=1=|Z]> =1 = Z € U. Et on a la méme conclusion si b € U.
2¢e méthode : On utilise I"exponentielle complexe.
supposons que a € U. Alors : 30 € R, a = ™. On obtient dans ces conditions :
a—b &b ol—e O
b 1—e®p ¢ 1-ewp 9V
Supposons que b € U. Alors : 30 € R, b = e®. Observons alors que :
a-b _a-b _ a—e :e,ieae“’— L _ i im0)
l—ab 1—-ab 1-—ae® 1 —ae®®
Il en résulte encore :
a—b | la—b] |a—b| _|a-b| 1
l—ab| |1—ab| |1—ab| |1-ab|
Exercice. Soit (a;b) € U?, avec a # b. Démontrer que :
b7 — b
weec, HE-lath) o
a—>b
On démontre 1’opposition au conjugué en utilisant les propriétés de la conjugaison :
z+abz—(a+b) (z+abz—(a+Db) z+abz—(a+b) Z+abz—(@+b)
+ = + -
a—>b a—>b a—>b a—>b
@z —bz+aab? — abbZ — aa+ ab — ab + bb + aZ + aabz — aa — ab — b — abbz +ab + bb
a (a—b)(@a—b)
_az—bz+bz—az—1+ab—ab+1+az+bz—1—ab—bz—az+ab+1
a (a—b)(@a—b)

=0

D’ou I’opposition annoncée, et par conséquent le caractere imaginaire pur du rapport considéré.

Exercice. Soit 6 € |—m;7[. Déterminer le module et un argument de :

7 cos(0) +isin(6) — 1
~ cos(8) +isin(0) + 1

On peut aussi écrire :

Par conséquent :

)
96]—n;0[:>\Z|:—tan(§) et arg(Z):—g mod 271
06=0=2Z=0

0
96]0;n[é|2\:tan(§) et arg(Z):g mod 271

Exercice. Soit (8;8') € R?. Déterminer le module et un argument de z = e + et

/ Lo_o Y o ) , o ' ot
2= (e ) = 2008 (e 5 )61% (: ~2cos (e > )e’(’“e*f ))

Par conséquent :

/

0 ) et arg(z) = 0

/

mod 27

0—0 06—
— E]—g;g[ mod2né|z|:2cos(
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0—60
) modnt=z=0
e_e/ T 3n 9_9/ e+9/
—i = 2 -2 B )
2 6}2’2{ mod 27 = |2 COS( > ) et arg(x) =7+ —— mod2n
1473

Exercice. Soit z € U dont un argument est dans ]O; % [ Déterminer le module et un argument de Z = o

30 €]0: %[, z=e®. Par conséquent :

7= 1+‘26;36 =e 29 +eie = e”g (efi% +ei%> =2cos (ﬁ) e”g
et 2

Or:0€]0;3[= 3 c]0;2[= cos (%) > 0. Donc |Z| = 2cos (%) etarg(Z) = -9 mod2m.

. j2n
Exercice. Onnote o, =¢'5.On pose A = o+ 0o et B= o+ 0.

1. Justifier que A et B sont les solutions de I’équation (E) : x2 +x—1=0.
2. Déterminer A en fonction de cos (25—”)
3. En déduire la valeur exacte de cos (%“)

1. Par application du cours (propriété 10.18) :

k
Yo =0=A+B+1=0=A+B=—1
k=0
Par ailleurs : AB=0 + ot + o0+ o’ =P + ot + oo’ + 020 =A+B = —1 (compte tenu de o = 1). Donc A et B sont
les solutions de I’équation x> — (—1)x+ (—1) = 0, ¢’est-a-dire de 1’équation (E).
2. Observons que :

;8 ; 2n ;2m
0(,4 —¢e'5 :el(f?Jrzn) —e 'S =T

271
A=2 —
COS(S)

3. On en déduit de 1. et 2. que A est une solution positive de (E) (puisque 2?” € ]O; % [ = CO0s (

pour solutions :
-1-/5 -1+V5
? <0 et ? >

Il en résulte immédiatement :

%) > 0). Or cette équation a

0

Par conséquent :

A=

7_l+\/§:>cos 2_7t —7_]4_\/5
2 5) 4

Exercice. Onnote 0. =e'7. Onpose A = o+ 02 + o et B = o® + 0 + 0.
1. Justifier que A et B sont conjugués et que Im(A) > 0.

2. Calculer AB et A+ B, puis en déduire les valeurs exactes respectives de :

- 27c+ 4n+ 8n —sin 2n+in4n+in 8
x=cos | = cos | = cos (= |y =sin| = sin | — sin | =

1. On observe que :

on 8 8 ;8 —
0(3 =7 = el(f7+2n) —=e '7 :e’Tn = 0(,4
- 10: 4 4 I —
0(5 :e’Tn :e’( 7n+2n) eﬂ% :e’Tn = o2
121 _2n _:2n 2n _
066 — el _ et( = +27t) e iT —elT =1

Par propriété de la conjugaison (conjugué d’une somme, conjugué d’une puissance), on en déduit : B = A.

i2m Fan ;81 2 4
Im(A) =1Im (e’27 +el7 —0—e’87> =sin (775) +sin (;) +sin (877t)

Observons que :
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Comme 4* €10; 7, sin (*F) > 0. Par ailleurs, sin (2¥) = —sin (Z). De plus :

- T - 21 - T ; (TC) <si 21 ; 2n ; 81 ; 2n ; <TE) N
0< =< — < —=sin| = sin{ — | =sin| — ) +sin{ — ) =sin| — | —sin( = 0
Donc Im(A) > 0.

. Par le méme argument et le méme type de calcul qu’a I’exercice ??, on obtient A+ B = —1, puis;

AB=o+a0+o’++o’ +ad+o’ +o’ +al=at*+ 0l + 14+ +1+a+1+0?+a’
=A+B+3=2

On en déduit que A et B sont les solutions de 1’équation (E) : x> +x 42 = 0, laquelle a pour solutions conjuguées :

1.\ﬁt 1 V7

R )

2
En tenant compte de Im(A) > 0, on obtient ainsi :
1 7 1 7
R A P S
2 2 2 2

Il reste alors a observer que x = Re(ar) +Re(0?) +Re(ot) = Re(o.+ o +a*) = Re(A) et que y = Im(A) :

Exercice. Soitn e Net0 cR.

1. Calculer les sommes :

En déduire en particulier la limite :

2. Calculer les sommes :

3. Calculer les sommes :

B L, cos(k@) _ \. sin(k6)
G=1+Y, cos*(0) Sn=X cos*(0)

k=1 k=1

Dans chaque cas, on pose E, = C,, +iS,, de sorte que G, = Re(E,) et S, =Im(Ey,).

1. Si6=0 mod2m,onaiciC, =n+1etS, =0.Pourtout 6 #0 mod 2w, on a et® # 1 et par conséquent :

n 1 — (eie)”+] 1 7ei(n+1)9

E, = Z (cos(kB) +isin(k0)) Z k8 _ i ( le>k N ) B

_el® _ el®
k=0 k=0 1-e 1-e

L (n+1)8 L (n+1)8 L (n+1)8 .
e 2 <e*’ 7 —el 3 ) —2isin < (n+21>9) i sin <M>
i

2
- ( —eig> ¢ —215m< ) sin (%)
(1) I ()" sin (2512)
2 sin <%)

C‘G)% : s_(_e>ﬁ
sin %

Enfin, dans le cas particulier ot 8 = Z, on obtient pour tout n € N* :

D’ou I’on déduit :
(n+1)8
2

— - (n+D)m )
Sp = iSin<kE>:anSin<kE)=Sin(ﬁ) s1n( s ) :sm(ng%) :Cos(%) .
k=0 n k=1 n 2 sm(z—) sin(%) sin(%) tan(gl)
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On peut alors aussi en déduire :
]t kn 1 1 2 X 2 1 2 1 2
L= lim — sin(—)zlim—x = =1im—><2—”n:—limm:—><—=—
oo n = n noteen " tan () notem tan(45) Tas0 k) w1 w

Remarque : nous verrons dans le chapitre ?? « 2? » que I’on peut trouver ce résultat en écrivant directement :

1 el
L= —/ sin(x) dx
TJo

2. Pour tout 6 € R, on obtient ici en utilisant la formule du bin6me de Newton :

n n

Vn e N*, Z() cos(k0) +isin(kB)) Z()( ) 7k:<ei9+1>n

k=0

(e ’g+e’g>) — ¢i% 2 cos” (g)
0 0 0 0
=2"cos" (5) cos (%) +i2"cos" (—) sin (%)

0 no 0\ . /n6
C, =2"cos" (5) cos (7) ;o S, =2"cos" (5) sin (7)

3. Commengons par observer que les sommes n’existent que si 6 # 7 mod 7. Dans ce cas :

n n i0)k n i k
T Z s(kO) +zsm(k9)_z (e®) :Z( et )

~/
®~
[ 11~

[\

D’ou résulte :

cosk(0) & cosk(0) =\ cos(B)
Si0=0 modm,alors E,, =n+ 1, donc C, =n+1 et S, =0 (seul cas a distinguer car cos? 9= =1<06=0 modm).
Si6#0 modm, alors :
o\t i1 )
b 1— <7coes(6)) B 1— o0 1 y COS”+1(9) _eiln+1)8
n = 0 - 0 - )
_ Coes(e) 1— ﬁ(e) cos"(0) cos(0) —e!
L cos"T1(8) —cos((n+1)0) —isin((n+1)8)  sin((n+1)8) cos""1(8) —cos((n+1)6)
= = 4
cos”(8) —isin(0) sin(0) cos”(0) sin(0) cos”(0)
On obtient finalement :
_ sin((n+1)0) 5 cos™1(8) — cos((n+1))
"~ sin(@)cos(0) T " sin(0) cos(0)
Exercice.
1. Exprimer en fonction de sin(8) et de cos(0) :
a) cos(20) b) sin(26) c) cos(36) d) sin(46) e) sin(50)
2. Linéariser :
a) cos?(0) b) sin(0) ¢) cos’(0) d) sin*(0) e) sin?(8)cos®(0)
1. a) cos?(8)—sin(0) d) 2sin(20)cos(20) = 4sin(6)cos(0)(cos>(8) — sin?(8))
b) 2sin(0)cos(0)
c) cos(0)cos ( 0) — sin(0)sin(20) = cos’(B) — e) sin(0 + 40) = sin(0)cos(46) + sin(40)cos(0) =
3cos(0)sin’(0) sin(8) (520 sin”(0) + 16sin4(6))
2. a) 1+c025(29) ) 3005(9)1%05(39)
b) 1—0023(29) d) 374cos(22)+cos(46)
e) Cette fois, le plus simple est d’utiliser les formules d’Euler :
1 /. N2 N3
sin?(0) cos?(0) = Y (e’e —e”e) (e’e +e”e>
_ ( 5i0 | o=5i0 30 30 _ 0 _ 2671‘9)
32
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_ ,% (2c0s(50) +2cos(36) —4cos(0))

~ 2cos(B) —cos(30) —cos(58)
B 16

Exercice. Soit 6 € R.
1. Exprimer sin(58) en fonction de sin(8).

2. En déduire la valeur exacte de sin (75—‘)

1.
Ve ER, sin(56) =Im (eiSG) =Im ((eie)s)

Or d’apres la formule du bindme de Newton :

<ei9>5 = (cos(8) +isin(0))° = ki(’) (2) cos>¥(8)i* sin* (0)
= cos’(8) + 5icos*(8) sin(0) — 10cos> (0) sin? () — 10icos? () sin®(8) + 5cos () sin* (8) + isin’ (8)
= (coss(e) —10cos>(8)sin’(0) + 5cos(8) sin4(9)> +i (50054(9) sin(8) — 10cos?(8) sin’ (8) +sin5(9)>
On peut alors en déduire :
sin(50) = 5cos*(8)sin(8) — 10cos? () sin®(0) + sin® (0)
=5 (1 —sinz(e))zsin(e) ~10 (1 —sinz(e)) sin® () + sin’ (0)
=5 (1 —2sin’(8) + sin4(0)) sin() — 10sin®(8) 4 11sin’(8)
= 16sin’(0) —20sin>(0) + 5sin(6)
2. Appliquons la formule précédente au cas ou 6 = % et notons x = sin (%) On obtient alors :
sin(m) = 16x° —20x° 4 5x
C’est-a-dire aussi : x (l6x4 —20x% + 5) = 0. Or, il est clair que x # 0. Donc x est solution de 1’équation
16y* —20y* +5=0

SR o [ 16Y2—20Y +5 0 e ,
Pour résoudre cette équation bicarrée, posons ¥ = y2. Elle équivaut alors 2 : { + 5 v C’est-a-dire aussi

y =
= %g ouy? = %g , d’ou quatre solutions a 1’équation en y. Pour déterminer a laquelle correspond le réel x, il reste

éyz
aobserver que £ € ]0; F[=x¢€ }O; @ [ (=% €]0;1]). D’ott une seule possibilité :

| 3
()= [

Exercice. Calculer les valeurs exactes respectives des intégrales :

T
I:/ sin*(x) dx
0

J= /7 sin’ (x) cos (x) dx
0

— Pour calculer /7, on commence par linéariser la fonction a intégrer, au moyen d’une formule d’Euler, de la formule du bindme
de Newton et de la formule de De Moivre :

eix —e X 4 1 . . . . . . . .
Vx € R, sin4(x) _ ( > ) _ R <el4x _4ez3xefzx +6612x6712x _4ezxefz3x +e*l4x>
1

1/ A , A |
=16 <(e’4)‘ + e*"‘)‘) —4 (eﬂx + e*ll") + 6) = ¢ (2c0s(4x) — 4 x 2c05(2x) +6)

Soit : |
VxeR, sint(x) = 3 (cos(4x) —4cos(2x) + 3)
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Par conséquent :

I '/n( (4x) — dcos(2x) +3) dx = + | Lsin(ar) — L sin(20) +3 "_m
= = COS4X) —4a4COoS(Zx = — | —=SIn(4x) — — S1In( £Zx X = —
8 Jo g |2 g )8

— On applique la méme méthode pour calculer J (attention a tout développer en exponentielles avant de revenir a une formu-
lation trigonométrique !) :

X ,—ix 3 ix —ix\ 2
Vx € R, sin3(x)cosz(x):(e 2.e ) (e +2e )

ix —ix 3 ix —ix 2
e" —e ) (e +e )

_ _L. (eBx 32t | 3gite—i2r _ efi3x> (ein 4 2elteix _._efin)

ei3X _ 3l 4 3~ _ efi3x> (ei2x n 2+efi2x)
oIS 4 9eB3% 4 ¥ _ 303 _ gailx 34—t 4 340
L% 4 e i3 _giv _pg—idr _ efi5x>

_ 7% <<ei5x - e—in) - (ei3x - efi3x) s (eix - eﬂ‘x))
= ll6 (—sin(5x) + sin(3x) 4+ 2sin(x))

Par conséquent :

I=+ /OE (— sin(5x) + sin(3x) + 2sin(x)) dx

(SIE)

11 1
=—|z - = -2
J T {5 cos(5x) 3 cos(3x) —2cos (x)} .
1 1 1
=—0-(z-5-2
2
==

Remarque 1. Nous verrons plus tard, au chapitre ?? « ?? », une méthode plus simple dans ce cas particulier.

Exercice. Déterminer dans chaque cas des réels A, et @ tels que V¢ € R, f(t) = Acos(wr — ¢).
1. f:t> cos(2f) —sin(2r)
2. f:t —/3cos(2t) +sin(2t)

1. Considérons le nombre complexe z= 1 —i. On a |z| = v/2 et on obtient donc :
1 -1 T T
z=V2 (— +i—) =2cos (_Z) +iV2sin (_Z>
Par conséquent, pour toutr € R :

f(t) = V2cos(2t) cos (7;) +V/2sin (2t) sin <f§> =/2cos <2t - <f§>) =+/2cos <2t+ g)

2. On procede de la méme maniére qu’au ??, en considérant au préalable le nombre z = —/3 + 1i :

5 5
z=2cos (g) +1 % 2sin (Zn)

VieR, f(t) =2cos(2t)cos (%) +2sin(2¢) sin (5?7:) =2cos (2t— S%C)

Ce qui permet d’en déduire :

Exercice. Démontrer que :
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Commengons par observer que 1+i = /2 (cos (¥) +isin (¥)) = v2e'% etque 1 —i =1+ =1+/2e '%. On obtient alors :

no. g n x
N — (1 — )" ﬂ) e — (ﬁ) e "y inZ _ —ink i sin (1T
Vn €N, (l+l) .(] l) :< : :2%6 1 .e 4:2%215111.(4)
l 1 i i
n+2 T
=272 sin (rh)
4
Exercice.
1. En considérant de deux manieres le rapport Z = %, otla=14iV/3eth=1+i, calculer les valeurs exactes de cos ( % ) ot
sin (Tnz)

2. Onpose z= (2v/3+2) +i(2v/3—2).
a) Déterminer les entiers naturels n tels que 7" € iR.

b) Déterminer les entiers naturels n tels que 7" € R_.

1. Observons en premier lieu que a =2 (COS (%) +isin (%)) =2¢'3 et que b = V/2¢e!% (voir exercice 22). D’ou :

a 2¢'5 2

i(

wia
IS

= = —F——53 = —=¢€
b \/ieli \/E
Par ailleurs, on peut directement obtenir la forme algébrique de Z par :

Z_l+i\/§_(l+i\/§)(1—i)_\/§+l+.\/§—1
T (+pa-p 2 T2

) = \/ieill? =+/2cos (%) +iV2sin <1—752)

L’unicité de la forme algébrique de Z permet d’en déduire par identification :

V2cos (%) = \/§2+1 et ﬁsin(%) = V3l

D’ou résulte finalement :

COS<1)2ﬁ+l _V6+V2

t
2 22 4 N

T\ V3-1 V6—V2
m(ﬁ>: 22 4

2. Commengons par remarquer que |z| = \/(2\/§+2)2 +(2v3- 2)2 =132 =42.
En notant 6 I’argument principal de z, on a donc :

sla

|a

1

\S}

Sl

2V3+2 V341 V6+4V2
cos(0) = = = =cos ( )
. 2V3-2 _ V3-1_Ve-v2 _ .
sin(0) = = = =sin (
- no.
Par conséquent, 8 = {5. D’oli z = 44/2¢'12 . Ce qui implique aussi : Vn € N, ' = (4\/5) e
deux questions posées :

42 2V2 4
4v2 2V2 4 )
. On peut alors répondre aux
a)

neNet' ciReneNetKkeZ, nl—T;:g—o—kn@neNetﬂkeZ, nm = 61+ 12k

oneNetdkeZ, n=6+12k < Ik e N,n=6+12k
b)

neNet?' cR_ o neNet3keZ, nl—n2:n+2kn<:>n€NetElk€Z, nm = 127 + 24kn
sneNetdkeZ, n=12+424k < Jke Nyn = 12424k

Exercice. On considere une suite de nombres complexes (z,,) définie par :

0<lzo| <1
{ VneN, n+l = ziinzn
1. Démontrer que la suite (p,,) de terme général p, = |z,| est strictement décroissante, minorée par 0 et majorée par 1.
2. En déduire que :

1
VneN, | < 120
|2l (2_|Z0|)n| |
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3. Qu’en résulte-t-il pour la limite de la suite (z,)?

Indication. On dit qu’une suite complexe (z;,) converge si et seulement si les suites de termes généraux respectifs Re(z,) et
Im(z,) convergent. Dans ce cas, on a : limz, = limRe(z,) +ilimIm(z,).

1. Pour n € N, posons P(n) la propriété « 0 < p,1 < pn < 1». Onad’abord, en utilisant 0 < |z9| < 1 :

20
2—2z

__Po
12—z

0<91:’ <po <1

La seconde inégalité stricte résulte de 0 < |Re(z)| < |zo

, qui permet a son tour d’obtenir :

1
lzo] < 1= —1<Re(zg) <1=2—Re(z9) =Re(2—z0) > 1 = [2—20| > [Re(2—z0)| > 1=0< [y <1
—20

Par conséquent, P(0) est vraie.

Supposons maintenant que P(n) est vraie pour un certain n € N. On a alors comme précédemment ;

Putr1 < 1 $2—R6(Zn+1) :Re(2—2n+1) > 1= |2_Zn+1‘ > ‘RC(Z—Zn+1)| >1=0< m <1
— <n+
S0 <puya= || = Prt1 <Ppr1 <1
2 —Zn+t1 12— zny1]

Donc P(n+ 1) est vraie et la propriété est héréditaire. Par récurrence, on en déduit qu’elle est vraie sur N. Ce qui signifie
exactement que (P, ) est strictement décroissante, minorée par 0 et majorée par 1.

2. D’aprés ce qui précede : Vn € N*, 0 < |z0| < |z,| < 1. On a vu précédemment qu’il en résulte en particulier que |2 —z,| > 1.
Or, on peut aussi observer que d’apres I’inégalité triangulaire :

2= |(2*Zn)+2n| S |2*Zn|+‘2n|

On a donc précisément : Vn € N*, |2 —z,| > 2 —|z,| > 2—|z0| > 1.
Il en résulte :

1
VneN, 0< —— < —— <1
TR TS 2wl T 2l

On peut en déduire :

VneN, |Zn+1‘ =

o Lol < —— [z
= Z Z
| a S T

Une preuve par récurrence immédiate permet d’en déduire (la vérité de la proposition pour n = 0 étant claire ) :

1
VneN, |z < o——a |20
‘ n| (2_|ZO|)I’L‘ |
3. Observons que :
1 1
0< —<1= lim —— 7| =0
2Tl < T g

Donc d’apres le théoreme des gendarmes : liT |zn| = 0. Notons alors a, = Re(z,) et b, =Im(z,). Ona:
n—-oo

VneN, 0<ay| < |z

On en déduit, a nouveau par le théoréme des gendarmes, que lim a, = 0. De méme, lim b, =0.
n—s—+oo n—+-oo

On peut finalement conclure : lim z, =0.
n—r+oo

Exercice. On note (E) I’ensemble des suites réelles (uy,) satisfaisant la condition :

1 1
VnGN, Up1 = Eun+] 7114”

On admettra ici (voir I’exercice ?? pour la preuve d’un résultat similaire) que les suites de (E) sont les combinaisons linéaires de
deux suites géométriques de (E) de raisons complexes distinctes. Démontrer alors que toutes les suites de (E) convergent vers 0.

Cherchons d’abord a quelle condition sur sa raison g une suite non nulle et géométrique (g, ) est dans (E).
Pourtoutn € N, g,11 =qgn et g,42 = ¢ gn. Par conséquent :

1

1
548n — Zgn

(gn) € (E) < VneN, ngn = 3

Puisque (g,) n’est pas identiquement nulle, on en déduit que 44> —2g+1 =0. Ce qui implique : ¢ = 11:’1

>

10
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Il existe donc deux raisons possibles, et deux seulement :

LYY (B SRV I U I 8 SV B WV
N=5 27 "2 ) 72% =577 5 ) T2

11 en résulte que pour toute suite (uy) de (E) :

1 .z\" I _=\"
3(h;u) € C2, VneN, un:h(ze’5> +,u(—e7’§)

C’est-a-dire aussi : |
i) €C? VnEN, = (xe“’% +ye*f"%)

Or, I'inégalité triangulaire implique :

VneN, |he"3 +pue "3

< ’7\.6[’1%

+ ’,ueﬂh%c

= A+ [ul
Par conséquent :

A+ Il

Vn eN, OS'”"‘ST

On peut conclure par le théoreme des gendarmes que liT |un| = 0, et donc que liT u, =0 (comme a I’exercice ??).
n—y o0 Nn—+oco

Exercice. Résoudre dans C 1’équation e* = 3v/3 — 3i, d’inconnue z.
Commengons par chercher le module et 1’argument principal © de Z =3+v/3 —3i. On a:

e (m)ﬁ(g)zzmzﬁ{cosw) - o .

sin(@) = 2 =-—

1
2
Donc Z = 6e /5. Notons par ailleurs (E) 1’équation a résoudre, a = Re(z) et b = Im(z). On obtient :

et = 6 oloa )
b = —% mod2n b = —F+2n (keZ)

Il
—_
5

S
o

. o . g
(E) et = 6e s o ele® = 6e7is & {

<:>z:1n(6)+i<fg+2kn) (kez)

Exercice. Résoudre d’une maniére générale 1’équation e* = Z (d’inconnue z, le nombre complexe Z # 0 étant fixé) en donnant la
forme algébrique des éventuelles solutions.

On généralise la méthode utilisée dans I’exercice ??. Notons (E) I’équation a résoudre, « = Re(z), b =Im(z), p=|Z| > O et
0 = arg(Z). On obtient :

atib _ 0 . anib _ i et = p a In(p)
(E) & e =pe” & ee” = pe @{ b — 8 modom @{b — et2n (kez)

Sz=In(p)+i(0+2kn) (keZ)

Exercice. Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que z, % et 1 —z aient le méme module.

Posons z = peie. Alors 1 = %e*ia, d’ou

Z\Z’%’:>p=%:>p2:l:>p:1.
. - - L i o[
Pour la seconde partie, nous utilisons la factorisation par 1’angle moitié (sachantque p=1):1—z=1— e® =e? <e

—2ie'2 sin <%) Ainsi le module vaut 1 si et seulement si 2‘sm <%)‘ =1 < sin (g) = :t% & g c {%; 5“'7%;7%} =

I.5m
3°3 ¢

. iz ;52 - . P
Les solutions sont donc z =e¢'3 et z=e€'3 . On vérifie sur un dessin que c’est cohérent.

Exercice. Déterminer les racines carrées complexes des nombres suivants :

1. a=-3+4i.
2. b=-21-20i.
3. c=-T+24i

Dans chacun des cas, nous noterons respectivement x et y les parties réelle et imaginaire d’une racine carrée z du nombre
étudié (a, b, ou c).

11
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1. Ici:
P4y = (—3)%2+42 P4yt =5 Vo= 547 v = 4
P=as 2-y = -3 e 2y = 3 ol 22 = 2 s 2 =1
2xy = 4 xy=2 xy = 2 xy = 2
ol = 1 x = -1
y =2 My = 2
Donc les deux racines carrées de a sont (1+2i) et (—1 — 2i) (opposées).
2. Ici:
24y = /(2074 (-20)2 24y = 29 ¥o= 294
P=bsl 2y = -21 & -y = 21 &{ 22 = 38
2xy = =20 xy=—10 xy = -—10
2 _
yz - 2 x = 2 x = =2
= 2 = 4 = _ 5 ou _ 5
xy = 10 yo= yo=
Donc les deux racines carrées de b sont (2 — 5i) et (—2+ 5i) (opposées).
3. Ici:
2yt = ) 2# 24yt = 25 ¥o= 252 ¥ o= 16
P=co -y = -7 < -y = -7 e 2 = 18 s P2 = 9
2xy = 24 xy=12 xy = 12 xy = 12
sl v = 3 o x = =3
y = 4 My = -4
Donc les deux racines carrées de a sont (3+4i) et (—3 — 4i) (opposées).
Exercice.
1. Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants :
a) z=—13 c) z=—-3+4i e) 5—12i
b) 7= -3—4i d) 14+iV3
2. Résoudre dans C les équations suivantes :
a) 2+z+1=0 d) 24— (5—14i)22 —2(5i+12) =0 RetneN.
b) 22 —2(2+i)z+64+8 =0 e) 22 —i=6(z+1)
) iZ?+ (4i—3)z+i—5=0 f) 22" —2cos(n@)7" +1 =00l ¢ €
1. a) +iVI3

b) x=a+ibavecx’ =z=—3—4i donc a® +b* = |x?| = |[-3—4i| = 9+ 16 =5eta> —b* = —3 et 2ab = —4. D’o
a==+1 et b= 2. Le produit étant négatif, nous avons x = £(1 — 2i).

¢) Idem: x=1+2i.

d) z= Zei%t ,donc x = j:ﬁe’%.

e) x==+(3-2i).

2. a) A=-3,doncx= 71%’\5 —e*3 . On notej:e’%n, ainsix = joux= j%=.

b) A=4(2+41)% —24—32i =4(4+4i— 1) —24—32i = —12— 16i = —4(3+4i). Nous connaissons une racine de —3 — 4i,
donc & = 2(1 —2i). Et les solutions sont z =2+i+ (1 —2i) =3 —iou 1 +3i.

©) A=—3—4i. Donz= =2 4oy 32

d) On pose Z =7>. A = —75 — 100i = 25(—3 —4i). Les solutions sont Z = —2i ou Z =5 — 12i. Les racines ont été
calculées précédemment. Ainsi z = /2’3 ou z = £(3 — 2i).

e) Onremarque d’abord que z3 —i = 7> + i3 et est donc factorisable par z+i : 23 —i = (z+1)(z> — iz — 1), donc I’équation
revient a (z+i)(z2 —iz — 1) = 6(z +i). Donc z = —i est solution, ou alors z> — iz —7 = 0. Le discriminant vaut

27 = (3v/3)2, donc z = #
f) On pose Z = 7", alors Z2 —2cos(n@)Z + 1 = 0. A = —4sin®(n@), donc & = 2isin(n) et Z = cos(n@) + isin(n®) =
9 — 2 Donc z est une racine n-ieme de e*®, c’est-a-dire z = e+ " avec k € [0;n—1].

12



PREPA1

Algebre 2019/2020

Exercice. Résoudre dans C les équations suivantes :

2+ (144i)z—5-i=0.

. 202+ (3+7i)z+ (4+2i) = 0.

L iZ?—2242-i=0.

P24 (2i—11)2% 4 (25—19i)z— 8(1 —3i) = 0.
Indication. Cette équation possede une solution réelle.

. 2243z-2i=0

. Le discriminant est A = 5 + 12i, dont le module est |A| = v/52 4122 = 13. Notons & une racine carrée de A, x = Re(3) et
y=1Im(3). On a alors :

¥—y: =5 22 = 18 _ 3 - 3
F=Ae 2y = 12 & yo= 13-4 @{ v > ou{x B DS
K?+y? = 13 xy = 6 Y= Y=
En prenant par exemple § = 3 +2i, on en déduit les solutions :
—(1+4i)—(3+2i —(14+4i)+(3+2i
1= (+l)2(+l):—2—3i ;= (+l)2+(+l):l—i

. Le discriminant est A = —24 -+ 10i, dont le module est |A| = \/(—24)% 4 102 = 26. Notons & une racine carrée de A, x = Re(3)
ety =1Im(§). On a alors :

-y = 24 22 = 2 .- .
F=Ae 2y = 10 &< ¥ = 26— @{ B 5 ou{ B _s
P4y = 26 xy =5 yo= Y
En prenant par exemple 8 = 1 + 5, on en déduit les solutions :
—(3+7i)— (145i) . —(3+7i)+(1+5i) 11,
= =3 : = —__ 4=
“ 4i M 4i 2!

. Le conjugué dans I’équation ne nous permet pas de résoudre avec la méme méthode que précédemment, nous allons passer
par les parties réelle et imaginaire. Notons @ = Re(z) et b = Im(z). On obtient alors :

i —274+2—i=0%i(a+ib)? —2a—ib)+2—i=0

e B (l—a—ab) = 0
(2—2a—2ab) +i(a* —b* +2b—1) Oﬁ{a—b2+2b—1 = 0
atab—1 = 0 ap+1)-1 = 0

<:>{a, b—12 = 0 ‘:>{(a b+1)(a+b—1) = 0
alb+1)—1 = 0 alb+1)—1 = 0
‘:){ a—b+1 = 0 0“{ atb—1 = 0
)b+1)—1 = 0 (I=b)(b+1)—-1 =
‘i’{ a = b-1 0”{ a = 1-b
- ¥ o= 2 PP o= 0
a = b-1 "V a = 1-b
= V2 wlt = V2 wdb =0
a:ﬁ_l a = —V2-1 a =1

On en déduit que I’équation a trois solutions distinctes : 1, (v2—1)+iv2 et (—v2—1) —iv/2.

4. L’équation étant de degré 3 et n’ayant pas a notre disposition de méthode systématique pour résoudre ce type d’équation,

nous devons d’abord chercher a factoriser le polynome en un produit d’un polynome de degré 1 et de degré 2. Cherchons
d’abord, en suivant I’indication, un réel solution de 1’équation :
zeRetz’ 4 (20— 11)22 + (25— 19i)z—8(1—3i) =0

2—112425;-8 =
272197424 =

S O

zeRet (z3— 11z2+25z—8> +i(2z2—19z+24> :0@{

La seconde équation a pour discriminant A = 169 = 132 on en déduit qu’elle admet % et 8 pour solutions. De ces deux
nombres, seul § est solution de la premiere équation. Donc 1’équation initiale admet 8 pour unique solution réelle.
11 en résulte aussi que le premier membre de cette équation est un polyndme en z de degré 3 factorisable par (z — 8), c’est-a-
dire :

Haibic) €C, VzeC, 22+ (2i—11)22 + (25— 19i)z—8(1 —3i) = (z— 8)(az> +bz+c¢)

13
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En identifiant les coefficients des mondmes de méme degré, on en déduit aprés développement du second membre :

a = 1
b—8a = 2i—11
c—8 = 25—-19i
-8 = -—8(1-3i)
On en déduit immédiatement a = 1, b = —3+ 2i et ¢ = 1 — 3i. Par conséquent :

2+ (2i— 11)2 + (25— 190)2—8(1 - 31) =0 (2—8) (& +(=3+2i)z+ (1-31) ) =0

Sz=80uz>+(-3+2i)z+(1-3i) =0

Le discriminant de 1’équation du second degré ainsi obtenue est A = 1. On en déduit qu’elle a pour solutions :
—(=3+2i)—V1 —(—=3+2i 1
SOV VL,

Conclusions : I’équation initiale admet exactement trois solutions, qui sont 8, 1 —i et 2 —i.

5. L’équation étant de degré 3 et n’ayant pas a notre disposition de méthode systématique pour résoudre ce type d’équation,
nous devons d’abord chercher a factoriser le polyndme en un produit d’un polyndme de degré 1 et de degré 2. Commengons
par observer que I’équation z> + 3z — 2i = 0 admet i pour solution évidente. Ceci permet ensuite de factoriser le polynome
du premier membre :

A(asb;c) € C VzeC, 2 +3z-2i= (zfi)(az2 +bz+c)

En identifiant les coefficients des mondmes de méme degré on en déduit apres développement du second membre :

a = 1
b—ia = 0
c—ib = 3

—ic = =2i

D’ou résulte immédiatement : a = 1, b =i et c = 2. Ainsi :

P43:-2i=05 (z—i) (P +iz+2) =0 z=iou +iz+2=0

L’équation du second degré obtenue a pour discriminant A = —9; ses solutions sont par conséquent :
—imiV9 Y
—— =2iet ———— =1
2 2

Conclusion : I’équation initiale admet exactement deux solutions distinctes, qui sont i et —2i.

Exercice.

1. Soit (a;b;c) € R? fixé. On note (E) I’équation acos(x) + bsin(x) = ¢, d’inconnue réelle x. On pose z = e™*. Démontrer que
(E) & (a—ib)z? —2cz+ (a+ib) = 0.

2. Résoudre (E).
3. Résoudre par deux méthodes 1’équation (E) : —cos(x) ++/3sin(x) = v/2.

1. Observons que dans lamesure oliz€ U=z#0:

a+ib

(a—ib)2? —2cz+ (a+ib) =0 < (a—ib)z—2c + =04 (a—ib)e™ + (a—ib)e —2¢ =0

< 2Re <(a7 ib)eix) f'2c =0<Re <(a7 ib)eix) =c

Or, on a aussi Re ((a— ib)eix) =Re((a—i)(cos(x)+isin(x)))

= Re((aco.s(x)2+ bsin(x)) +i(asin(x) —bcos(x))) = acos(x) + bsin(x)

On peut bien en conclure que (E) < (a—ib)z* —2cz+ (a+ib) = 0.

2. Résolvons maintenant cette équation. Le discriminant est A = 4c> — 4(a -+ ib)(a — ib) = 4(c* — (a®> + b?)).

1ercas : ¢? — (a® +hb%) > 0. Alors

c—y/c*—(a*+b?) ouz—eit— <t 2 —(a*>+b?)

E)&z=e"=
(B)&z=e a—ib a—ib

Or, ces identités sont toutes deux impossibles car il est nécessaire pour les solutions d’étre de module 1. Montrons par

14
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c— x27(a2+b2)‘ = |a—ib|. On a alors :

Algebre

I’absurde que ce n’est pas le cas. Supposons par exemple que

2

0=lc—\/2—(@@+b%)| —|a—ib]*=c®—2c\/?— (@ +b)+ (* — (& +b?)) — (> +b?)

) {(czf(aerbz))fC\/czf(az +b2)} =2/~ (@ +1?) {\/czf(az +b2)7c}

Donc : ¢ — (a® +b?) # O(hypothese de départ) = \/c2 — (@2 +b*)=c=c? — (> + ) =P =P+ =0=a=
b=0.0naalors : (E) < cz=0. Comme on a aussi ¢ — (a> +b?) # 0= c?> # 0 = ¢ # 0, on obtient z = 0, ce qui

contredit z € U. Par conséquent : ‘c -/ —(a*+ bz)’ # |a—ib| et donc :

‘c—\/cz—(az—i-bz)’
= |
|a—ib| 7

- E—@T

a—ib

On montre de méme que I’autre rapport a priori solution de (E) ne peut en fait pas I’étre car il n’est pas dans U.
Conclusion : Si ¢? — (a> +b*) > 0, alors (E) n’a pas de solution.

2¢cas: 2 —(a®>+b*) =0. Alors :
ac bc a

bc b b
(E)ez=c¢ :—_:——i-i—L(:)e =—+im=—-+i-Sx=arg 442
a—i a?+b?  a?+b? 22 ¢ ¢ c ¢

Cara?+0:=ct = =1.

a_ :b
¢ Tte

3ecas: ¢ —(a®> +b%) <0. Alors

Or, par exemple :

2

c—iy/(@+b?)—c2| —|a—ib]* =+ ((az—i-bz)—cz) —(@®+b*)=0

Par conséquent :

c—iv/(a? +b%)—c2

=1
a—ib

De méme, 1’autre rapport a priori solution de (E) est de module 1. On peut conclure que dans ce 3¢ cas :

—q 2 2) _ 2 i 2 2) _ 2
(E)(:nc:arg(c i/ (a% +b?) c>oux=arg<c+l (a®+b?) c>

a—ib a—ib

3. 1 méthode : On suit celle exposée au 2. Ici, a = —1, b = v/3 et ¢ = /2. Avec z = ¢*, on obtient donc :

(E) & (—1—iV3)Z2 —2v2z+ (=1+iV3) =0

Le discriminant associé est A =4(2 —1—3) = —8. On en déduit :
_ v _ 228 _ VI-iVZ _ 273 _ i(—T4+%) _ i
S T v Ry Sy b S N T mod2n
. = eiv— 2V2HiVB _ Va2 _ 2¢8 _ i(3+%) _ il x Ax mod 2
2(—1-iV3) — —1-iV/3 e i¥F
2¢ méthode : On peut écrire :

— 3si 2 1 3 2
—cos(x) +V3sin(x) = V3 o S FVIsinG) v o — L cos() + g sin(x) = %

N Y N

- xf%“ = T mod2n

x— 2z —% mod2n

1w Ry
@x:v modZnoux:E mod 21

Exercice.
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1. Pour quelles valeurs de z € C a-t-on |1 +iz| = |1 —iz|?

i n
}fﬁi) = %*’“ ol a € R. Montrer, sans les calculer, que les solutions de cette équation sont

2. On considere dans C 1’équation (
réelles.

1. En posant z = x + iy et en calculant les modules au carrés, nous obtenons : (1 — y)2 +x2 = (I+ y)2 +x2, en développant et
simplifiant, nous obtenons y = 0 et x quelconques. Donc les solutions sont les réels.

2. Nous avons ”’Z’ =1, donc les solutions vérifient 1*” =1, ce qui est équivalent, puisque les modules sont des réels

positifs, a |1 +iz| = |1 —iz|. Donc les solutions sont forcement dans R (mais par forcément tous les réels).

Exercice. Soit 6 € R fixé.
1. Résoudre dans C I’équation (E) : 7* —27%cos(8) +1=0.

2. En déduire une factorisation en produit de deux polyndmes de degré 2 a coefficients réels du polyndme : f(x) = Xt —
2x2 cos(0) + 1
PzZ) = 0
1. Commencons par remarquer que (E) < { (22 _ 7 ol P(Z) = 7> —2Zcos(0) + 1.

Le discriminant de P est A = (—2cos(8))? —4 = —4(1 —cos?(0)) = —4sin>(8). Supposons que sin(8) = 0, ¢’est-a-dire que
0 =0 mod 7. On a alors :

E) el Z —2eos®) N 1si8=0 mod2n se{-1;1} si6=0 mod2n
? = Z& 72 =cos(0) ? = —1si@=7 mod2r ze{—ii} si6=7 mod2m

Supposons maintenant que sin(8) # 0, ¢’est-a-dire que 6 % 0 mod 7. Notons o un argument de z. On a alors :

o 2 = e® o2t 0
(E) & 7 = M - Z = cos(0)+tisin(0) - o o o
u u
2 = Z Z? = Z 2 i 20 i
7= = e e = e
-0
20 = © mod2x o = % mod T z = ez
= ou = ou = ou
200 = —6 mod2m o = f% mod T z = =e i3

. . 0 9 ;0 _;9
On en déduit que dans tous les cas, la solution de (E) est {e’z ;—el2;e ' —eT2 } réduite a deux nombres distincts (comp-

tés alors deux fois) dans les cas ot 6 =0 mod [rt], et comportant quatre solutions distinctes sinon.

2. Par conséquent :

Exercice.
1. Déterminer les formes trigonométriques et algébriques des racines cubiques de Z = 4\/5(—1 +i).

2. En déduire les valeurs exactes de cos ( 11”) et sin ( 1112”)

1. Commengons par chercher une forme exponentielle de Z. On a :|Z| = \/(—4+/2)% + (4/2)2 = v/64 = 8. Donc

s

Soit z une racine cubique de Z. Notons p = |z| et 8 un argument de z. On a ainsi : z = peie. D’ou:

pP o= 8 p
3

= 2
3 i30
F=zepl 8e4<:>{39 — ¥ modon @{9 = T mod %

On en déduit que les trois racines cubiques de Z sont, sous forme trigonométrique :
T % T
=2 =2 (cos () wisin ()
21 e cos 2 “+1isin 1
o, 2n n I17 11w
70 = 2¢' i(F+3) = 2¢' i —n (cos (W) +isin (E))

16
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5_?_2 ,Sj +“ ,Sj
2= Cos B 181N B

Cherchons maintenant la forme algébrique de ces racines cubiques. Il est immédiat que z; = v/2 + iv/2, mais comment
obtenir les deux autres ? Deux méthodes sont envisageables ?

23— 26i(3-%) _ e

1re méthode : Notons (a+ ib) la forme algébrique de 1’une de ces racines cubiques. On a :

3 2
3 3 2 ) 3 . a’ —3ab = 74\/5
(a+ib)’ =Z < (a’ —3ab”) +i(3a bfb):f4\/§+4\/§1<:){ 32b—1 — 42
En tenant aussi compte de |a + ib|*> = |Z| = 8, on obtient :
a—3ab® = 42 @ —3a4-d®) = —42
(a+ib?=Z={ 3ab—b = 42 & b(3a® - = 42
a?+b* = 4 ¥ = 4-a’
@ —3a+vV2 = 0
& b(3a®> —b?) = 42
P o= 4-a

Or, on a vu avec z; que v/2 est une solution de I’équation > —3a + /2 = 0, dont le premier membre est donc un
polyndme en a factorisable par (a — v/2), sous la forme : @® —3a++v/2 = (a—/2)(a*> + Aa+u). On trouve A = /2
et u = —1 par identification des coefficients des mondmes de méme degré (apres développement). Par conséquent :
@ —3a+V2=0% (a—V2)(d®+V2a—1)=0sa=+2oua*++2a—1=0.

Le discriminant associé 2 I’équation a2 4+ v/2a— 1 = 0 est A = 6; elle a donc pour solutions :

_VE-B G
L

En revenant maintenant au systéme de trois équations obtenu plus haut, on en déduit :

2
SRR il o ) Il C
S R [ J——
N ECEC L
42 V262

=b =

T324V3)-(2-v3) B+l 2

On montre de méme que :

V3V

2
En tenant compte de 111—2“ €]5:n[=Re(z) <Oectde f?—g € ]=%:0[ = Re(z3) > 0, on peut alors conclure que sous

forme algébrique, les trois racines cubiques de Z sont :

21=\/§+i\/§ ; Zz=<M>+i<M> : 23:(%—ﬁ>+i<—\@—ﬂ>

b

V246
a= 3 =

2 2 2 2

2de méthode : (beaucoup plus simple, mais nécessite une bonne compréhension du cours!). On va utiliser le fait que z;
étant une racine cubique connue de Z, on peut en déduire les deux autres au moyen d’une racine cubique de 1 distincte
de 1. Plus précisément, les trois racines cubiques de 1 sont, hormis 1, les nombres

l \/§ 2 ;2m _ l \/§

:7§+17 et J :7:@717

i

2 2

wly

j=e

On en déduit alors immédiatement que les racines cubiques de Z distinctes de z; sont effectivement ;

2= j11=<1+i\/§> (\/§+i\/§): (W)H(M>

27" 5
3= j221=<%i\/7§> (ﬁﬂﬁ):(‘/g;ﬁ)ﬂ-(‘\/gz—ﬁ)

2. En confrontant les formes algébrique et trigonométrique de z», on en déduit enfin en particulier que :

cos(lln) —V2-V6 Sin(nn) _Ve-V2

12 4 ’ 12 4

Exercice. Déterminer les racines quatriemes de —7 — 24i. On donnera la forme algébrique des solutions.
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1re méthode : Notons z une racine quatriéme de (—7 — 24i), a = Re(z) et b = Im(z). On a en utilisant la formule du bindme :

H=—7-24i & (atib)* = 7 24i & a* +4d’ib+ 647D +4ai’h’ +i*bt = —7 —24i

at -6+t = -7

4 ¢ 212 AN a3 413\ oy
& (d" —6a"b” +b") +i(4a’b —4ab”) 7 241@{ ABD—dah — o4

En tenant par ailleurs compte de |z|* = |~7 —24i| = \/49+ 576 = 25, on en déduit :

(a> +b*)? —8a*p> = -7 25-8a** = -7 e = 4
H=—7-2is ab(@®—p?) = —6 < e+ = 5 & a2+ = 5
(@®+b*)? = 25 ab(a*—b*) = -6 ab(a* —b*) = -6
2 .
a® et b? solutions de 1’équation x> —5x+4 = a2 € {14
- ab(a®> —bv*) = -6
PN a = 1 a = -1 a - 2 a = —2
b o= 2 b 2 MUp = -1 Ml =1

sze{l+2i-1-2i2—i;—-2+i}
Remarque : il est intéressant d’observer en confrontant les exercices ?? et ?? qu’il est dans le principe méme (beaucoup)

plus facile d’extraire une racine quatrieme qu’une racine cubique.

2e méthode : On détermine d’abord les deux racines carrées de (—7 — 24i). On trouve que ce sont (3 —4i) et (—3 +4i). On
détermine ensuite les racines carrées de ces deux derniers nombres et on retrouve bien siir comme résultats les quatre
nombres déterminés par la premiere méthode.

3¢ méthode : On applique la seconde méthode de I’exercice ?? : on détermine une racine quatrieme (en utilisant la deuxiéme
méthode précédente par exemple), puis on multiplie cette racine par 1, —1, i et —i (les quatre racines cubiques de 1).

Exercice. Résoudre dans C 1’équation z* = —119+ 120i. On donnera la forme algébrique de solutions.

En appliquant exactement I’une des trois méthodes utilisées au ??, on troue les quatre racines quatriemes suivantes :

2—-3i ; 243 ; 342 ; -3-2

Exercice. Résoudre dans C les équations suivantes :
L 24— (5-14i) —2(5i+12) =0
2. (32 +z+1)2+ (22 +22+2)2=0

1. Notons (E) I’équation. On remarque que c’est une équation « bicarrée », posons alors Z = z>. On obtient ainsi :

7> —(5-14)Z-2(5i+12) = 0
®{ R
Le discriminant de I’équation en Z obtenue est A = —75 — 100i. Cherchons-en une racine carrée § sous la forme algébrique
a+ib
a?-p = -5 222 = 50 a = =5
¥=As 2ab = -100 &<{ B = 125-a> &< b = =10
a+b* = 125 ab = =50 ab = -50
oloa 5 o a = =5
b —10 Vb = 10

On peut par exemple prendre =5 — 10i. On en déduit :

5—14i)— (5—10i 5—14i 5—10i
z2:( 1)2( l):—2i0uz2:—l)+2( 1)25—121'

11 ne reste plus qu’a déterminer les racines carrées de (—2i) (facile, de téte : \/Ze*ig =1—iet —2e! =1 +1i) et de
(5 —12i) (par la méthode précédente). Ces racines carrées sont les solutions de (E). On en déduit :

(E)eze{-1+i1—i;3—2i;—-3+2i}

2. Notons (E) I’équation. Tout développer pour la résoudre pose plus de problemes que cela n’en résout, puisqu’on obtient une
équation de degré 4 ne correspondant pas a 1’un des rares types de cas particuliers qu’on sait résoudre.
Une méthode plus adéquate consiste a utiliser la possibilité de factoriser directement le premier membre et d’obtenir ainsi
un produit de deux polyndme du second degré (on utilise pour cela : a* +b? = a® — (ib)? = (a— ib)(a+ib)) :

(E) & (322 +24+1)? —2(2+2:42)° =0 (322 + 2+ 1)? — (i(® +22+2))> =0
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& [(3z2 +z+1)—i(Z +2z+2)] [(3z2 +z41)+i(Z +2z+2)] =0
= [(3—i)z2 F(1-2i)z+(1 —21')] [(3+i)z2 (142024 (1 +2i)] —0
& (3= +(1=2i)z+(1=2i) =00u 3+ + (1+2i)z+ (14+2i) =0
Le discriminant associé a la premiére équation est A = —7 + 24i. Notons 8; I’'une de ses racines carrées. En reprenant le

— - . 2 . : <
calcul effectué au ?? sur A; et en utilisant le fait que 8% =A| < 8, = Ay, on obtient par exemple &, = 3 +4i. Il en résultat
que les deux solutions de la premiére équation sont :

~(1-2i)—(3+4i) —4-2i  (Q+)B+i)  5+5 1 1.
2(3—i) “26-i)  ®+12 10 2 2
—(1=2i)+(3+4i))  2+6i  (1+3i))(3+i) 10i
2(3—1) T2(3-4) ¥ +12 10

(Nous aurions pu voir que i était racine évidente et factoriser par (z—1)).

De méme, le discriminant associé a la seconde équation est A = —7 — 244, et on en déduit que 1’une des racines carrées est
8y = (142i)> = —3 +4i, puis que les solutions de cette équation sont :
—(1+2i)—(=3+4i) —-2—-6i  (1-3))(3—i)  10i
2(3+1) T26+) 32+1z 10
—(142i) +(-3+4i) —4+2i (—24+i)(3—-i) —5+5 1 1.
2(3+1) “26-9)  ®+1z 10 22

(Nous aurions pu voir que —i était racine évidente et factoriser par (z+ ), et donc finalement factoriser depuis le début par
(z% 4 1) et obtenir un simple polynéme réel de degré 2).
Les quatre nombres ainsi déterminés sont les quatre solutions de I’équation (E).

Exercice. elles a une puissance quatriecme réelle.
p q
2. Calculer les racines 5¢ de —1.
3. Déterminer les racines sixiémes de Z = — ‘,‘ .
1+iv/3
4. Calculer les racines 8¢ de -4
V3—i
5. Résoudre I’équation 7/ = le
JE: 2n lin
1. z ‘ﬁ ’4 donc une racine cubique, sachant que ‘[ =1 ,estzg = —Le% . Les autres racines sont z; = zpe' 3 = Lol
q q (\/i)3 0 \/E 1 = 20¢€ \/E
_ R e .11 L _1l.m 1
et zp = zpe' = ﬁe 2. On vérifie que zo =ze"=—7€eR
. - + 2km AT
2. —1=¢ donc zg = e'5 etz = z9¢' 5 = ei5 1H2K),

3. Commengons par déterminer une forme exponentielle de Z :

S N
.Z—\/ze

. En écrivant z = pe™®, I’équation devient p’e

Z= S = f% — 2e715 = 2eiMe 15 = 2ei%

2(3+ig) b
Soit z une racine sixieme de Z. Notons p = |z| et 6 un argument de z. On a ainsi : z = pe®. Do :

6
p? = 2 p
60 = 27” mod 21 ¢>{6 =

6 i60
=7 = 2¢! w
4 @pe ¢! <:>{ mod

=E] g
)

wia

Les six racines sixieémes de Z sont donc :
6 ix 6 AT 6 jIx 6 _jz 6 i 6 _ ;8
V2els o 2elT  V2elt o V2e T o 27T o 2e7iS

5+12k)

—|

. Donc zg = (1) it ei%h etz = z0e' T = =) “’e’%(

“7i0 — Le=20 Ep égalisant les modules, nous avons p? = 1, donc p = 1 (nous

sommes dans les réels positifs) et en égalisant les arguments, nous avons —76 = —28 mod 21 <56 =0 mod2n < 0=0
mod %’T Donc z = e**5 avec k € [0;4].

Exercice.

1.
2.

Résoudre dans C I’équation z° — 1 = 0 et représenter les solutions.

2in
Onposeu=ces .
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a) Montrer que 1 +u+u® +u® +u* =0.
b) Vérifier que u+u* = 2cos (Z) et u? +u® = 2cos (4F).
2n

¢) En déduire que cos (Z*) est solution de I’équation 4x +2x — 1 = 0 puis calculer cos (Z) et cos (4F).

1. Ce sont les racines 5° de 1'unité. Les solutions forment un pentagone régulier inscrit dans le cercle unité.
2. a) C’est une formule de cours (u¥ sont les racines cinquiemes de I’unité).
b) C’est du calcul avec la formule d’Euler.
4\ 2
¢) Nous avons 4cos? (Z) +2cos (Z) — 1 _4(+T"4> +utut) 1=+ + 200 fut+u* 1=+ +2+u+

u* —1 = 0. De méme avec cos ( 5 ) Ainsi ces deux cosinus valent li‘[ . Le premier angle étant inférieur a 2, son

cosinus est positif, le second est négatif. D’ou cos (25”) = \/§ et cos (45”) = #.

Exercice. Le but de I’exercice est de déterminer les nombres complexes z tels que

1
z+—-1=2

Z

(E):

1. Soity € R, on définit le polyndme Py(X) = X2 +2(y> — 1)X +y* — 6y? + 1. Déterminer les racines de P.
2. En déduire la factorisation de Py(X) en produit de deux polyndmes du premier degré en X.

3. Montrer que I’équation (E) est équivalente a Py(x?) = 0 avec z = x + iy, (x,y € R).
4

. Représenter géométriquement 1’ensemble des points M dont I’affixe vérifie I’équation (E).

—

CA=4(2—1)2—4(* =6y +1) = 16y%, donc X = —y +1+2y.
CDou Py(X) = (X +y2+2y— 1)(X +y> —2y—1).

3. Posons z = x + iy, alors

[\

2
(E) & ’z2+1’ —2)7 & ‘zz+1’ = 4|72
(W@ =Y+ 1) 14y =42 1)) ext pyt 1 -2 o — 2y Aty 4 4yt =0
<:>x4+2x2(y2—1)+y4+1 —6>=0
& P(x*) =0
4. Tl suffit de tracer les courbes x2 = 1 — y> +2y et x> = 1 — y? — 2y (attention a I’intervalle de définition en passant 2 la racine

carrée). Ou alors, on remarque que x> +y> — 2y — 1 = x> + (y— 1)> — 2, donc la premigre courbe est le cercle de centre (0;1)
et de rayon ﬂ De méme, le second est le cercle de centre (0; — l) et de rayon ﬁ

Exercice. Pour n € N\{0;1}, exprimer la somme et le produit des racines n-iemes de ’unité.
On sait que U, = {&* / k€ [0;n—1]}, o 0 = el # 1. On a donc d’une part :

D’autre part :

1:= Hw - He B B0 2 (o)) B a1 simestimpair
€l k= -1 si n est pair
n -

Exercice. Soitn >3 et = (le, k € [0;n— 1] les racines nes de 1"unité.

1. Calculer pour p € Z,

n—1

Sp:sz

2. Calculer

1. Nous reconnaissons la somme d’une suite géométrique :

n—1 n—1 . 1 —((0’1))"

Sp= Z((Dll )P = Z(“ﬁ)l =

P
i=0 i=0 -
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2. Nous avons :

—ikm

1 1 1 e n

= Ww B, _dw dm.
U en(e”n —en) 721s1n<%>

i [ cos <%)7isin (%) i 1

_ L

- k
2tan (7”)

Or, sachant que tan (T — 6) = —tan(0), nous avons
1 n—1 l n—1 1

n—1
k=1 tan <’%‘) I=n—k |2 ta (nf ’—”) /=1 tan <%‘)

Donc cette somme est nulle. Il reste donc :

=3

Exercice. Soitn € N\{0;1}. On note U, I’ensemble des racines n-iemes de 1’unité. Calculer :

S=Y [z—1

z2€U,

On sait que U, = {@* / k€ [0;n—1]}, ot @ = el . Par conséquent :
nil I3 nzl ; 2km nil e ; km e nil
S = ’Q) 71‘: el —1| = el <e177e717>‘:
k=0 k

=0 k=0 k=0
n—1
k=0

e
el n ’

k
2isin (—n)’
n

k n—1 kTt n—1 k
2sin (—n) ’ =2 Z sin (—) =2 Z sin (—n)
n k=0 n k=1 n
L’avant derniere égalité se justifie par le fait que :
km km
ke0;n—1]=0< o <Tc:>sin(7) >0

Le calcul final est alors celui déja effectué dans la premiere question de I’exercice ??; on en conclut :
2

N tan(%)

Exercice. Soit n € N\{0;1}. Résoudre I’équation (E) : (z+1i)" = (z—i)" d’inconnue z € C.

Remarquons en premier lieu que / n’est pas solution de (E) car ¥n € N, (2i)" # 0. Par conséquent :

(E) = (Z—J”) —1e (Z—J”) €U, & ke[0n—1], T — ot
Z—1 Z—1 Z—1

2m .
otw=¢elr.Sik=0, o =1, donc
Z+i . . .
St erti=z—ie2i=0
—1

C’est absurde. On en déduit :

(E) = 3kel;n—1], z+i=of(z—i) e ke [l;n—1], (1-0f)z=—i(1+a")

_l+ei¥ ~ 2cos (%) el cos (’;—”) ke
s dkelin—1], z=—i S = = =cotan | —
1—e'n 721'sin<k”)el7 sin(kn> n

n n
Enfin, remarquons que la fonction dite « cotangente » et notée cotan, définie par le rapport du cosinus au sinus, est strictement
décroissante sur 'intervalle |0; %[ auquel appartiennent les % ; en effet :

—cos?(x) —sin’(x) 1

Vx €]0;7[, cotan’(x) = S (o) =— (o) <0
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On en déduit que I’équation (E) admet exactement (n — 1) solutions distinctes :

(E)oze {cotan (%“) ke [[1;n71]]}

Remarque : c’est cohérent avec le fait que (E) est de degré (n— 1), malgré les apparences initiales (ce qui s’établit facilement au
moyen de I’application de la formule du bindme aux deux membres de 1’équation initiale).

Exercice. Soita € Uetn € N*. On note z,22,...,2, les racines n-iémes de a. Pour tout k € [[1;2], on note aussi My le point du
plan complexe d’affixe (14 z;)".
Démontrer que les points Mj, sont alignés.

Comme a € U, il existe un réel 8 tel que a = e, Soit alors z une racine n-i¢me de a, dont on notera o un argument :

o ) 2n

ina Snoe=0 mod2r< o=- mod —
n n

'=a s e =¢
Les racines n-iemes de a sont donc les n nombres :
% = elGH) ok € [0;n—1]
On en déduit :
Vke[0;n—1], 1+z. =1 +el(GH3) = 2c0s (% +k§) el(z+k7)
D’ou résulte aussi :

0 .
Vi€ N*, Vk € [03n—1], (1+2)" = 2" cos> (% +kg) ef(3-+hm)

On en déduit que tous les points M ont une affixe d’argument % module 7, donc qu’ils appartiennent a la droite dont une équation
complexe est arg(z) = %, qui passe par 1’origine du plan complexe.

Exercice. Représenter dans le plan complexe les ensembles suivants :

I A=f{zeC/zz=2) 5. E={zeC/ |5} ="}}
2-B:{Z€C/’%’:1} 6. F={z€C /z7*7" alignés}

3. C={zeC /z+z=7]} 7. G={z€C/ 1,z,7* forment un triangle rectangle}
4. D={zeC/|=2| =1} 8. H={z€C /1,22 alignés}

1. En écrivant z = x + iy, et résolvant I’équation, nous obtenons simplement y = 1. Donc A est la droite d’équation y = 1.

2. De méme, en passant en algébrique et en calculant les modules, nous obtenons simplement la droite y = x.

3. Laencore, méme méthode et nous obtenons 1’équation P+ =2x>0< y2 = 3x2 avec x > 0. D’ou, les solutions sont
les deux demi-droites y = 4+xv/3 avec x > 0.

4. L’équation revient a |z— 3| = |z—5]. Ce sont donc tous les points équidistants des points d’affixes 3 et 5, c’est-a-dire la
médiatrice du segment [AB] avec A(3;0) et B(5;0). Ainsi, c’est la droite d’équation x = 4. On retrouve le méme résultat avec
le calcul algébrique.

5. Cette fois nous le faisons en algébrique : y* + (x — 1)? — 8 = 0, donc c’est le cercle de centre (1;0) et de rayon 2v/2.

6. Nous avons Z;:Z‘"'zz €R < —z(z+1) € R. En posant z = x+iy et en annulant la partie imaginaire, nous obtenons y(1+2x) =0,

les solutions sont donc la réunion des droites y =0 et x = —%.

.2 . . . .
7. — Soit $=F €iR & —z € iR & z € iR. C’est donc la droite x = 0.
— Soit f:; €iR < % €iR. En posant z = x+iy, on calcul la partie réelle de la fraction qui doit étre nulle, on trouve :

2
Va2 tx=y"+ (x+ %) — % = 0. C’est donc le cercle de centre (—% ;0) et de rayon %

— Soit Z;—’]l ciR&z+1€iR < z=—14iy. Cestdonc la droite d’équation x = —1.

8. Remarquons que ’alignement est réalisé dés que des points sont confondus, ¢’est-a-dire, z € {0;—1; 1 ;j;jz}. Sinon, ils sont
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alignés si et seulement si = € ReZ24z+1eRe x>y +x+1+i2xy+y) eERey(14+2x) =0 y=0o0ux= f%.
On remarque que les cinq points particuliers sont sur ces droites. Les solutions sont donc ces deux droites.
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