PREPA1

Algebre 2019/2020

Fractions Rationnelles
TD
Proposition de correction

Exercice. Effectuer la décomposition en éléments simples dans C(X) des fractions rationnelles suivantes :
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13. La décomposition se présente sous la forme (les a; constituant une famille de réels) :

Or, en considérant, pour tout k € [0;n], la fraction (X —k)F (X) en k, on obtient :

n!

_ (_])nfk n! _ (_l)nfk (n)
kk—1). . Ix(—1)...(k—n) K(n—k)! k

ajp =

Par conséquent :

g § U

XX+~ (X+n) = Xk

Exercice. Décomposer en éléments simples sur C les fractions rationnelles suivantes

1. =2

©(X+i)2

) (3—2i)X —543i
XX 2

1 X 1 i
X T X T (Xt

2. X24iX +2 = (X — i) (X +2i). D'on XN _ 241 4 13

Exercice. Décomposer en éléments simples dans C(X) et dans R(X) :
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3. Une division euclidienne permet d’obtenir la partie entiere de F/(X), a savoir 1. Les poles sont —1; i; —i. Ce sont des poles
doubles. En tenant compte du fait que ses coefficients sont réels, la décomposition en éléments simples de F(X) dans C(X)
s’écrit donc sous la forme :

a b c c d d

+ + (X +1i)2

F(X)=1
%) +X+l+(X+1)2 Xfi+X+i+(X—i)2

ot (a;b) € R? et (c;d) € C.

En considérant (X +1)2F(X) en —1, on obtient b = %. En considérant (X —i)?F(X) en i, on obtient d = fé.

NS vt N TR S UL
X+1 X—i X+i 4(X+1)2 8 (X—i)2 8(X+i)?

X0 11 12X

K2+D2X+1)? 4+ 4417
~ —8X5 —13X* — 18X — 18X — 10X —5
B 4X2+1)2(X +1)2

On sait que le numérateur doit se factoriser par (X + 1)(X? 4 1) (sinon il y a une erreur de calculs) :

(X +1)(X241)(—8X% —5X —5)
4(X2+1)2(X+1)2

—8X2-5X -5
- P 6
4X2+1)(X+1)
En considérant (X +1)G(X) en —1, on obtient alors a = —1.
En considérant (X —i)G(X) en i, on obtient enfin :
_ 855 _ 3-si 11
“Taeni+)  8(—t+) 28

FX)=1- 1 N 1 7i—4+—4—i7 P
TOXH1 O 4X 41?2 8(X—i)  8(X+i) 8(X—i)?  8(X+i)?

Puis, dans R. Attention, les pdles de seconde espece étant doubles, nous ne pouvons pas utiliser la technique qui consiste a
réunir les pdles conjugués. Nous repartons de la forme

]+ 1 +aX+b CX+d
X+1 4X+1)2  4(X241)  2(X2+1)2

F(X)=1-

Les coefficients ¢ et d s’obtiennent facilement par « multiplication, évaluation » par (X2 +1)%etX =i:c= % et d =0. Pour
a et b il reste 1’évaluation en deux points ou la parité de f (attention, X (X ) ne fonctionne pas car nous n’avons pas éliminé
la partie entiere). Ainsi :

1 1 4X +1 X

F(X)=1- -
%) X+1+4(X+l)2 4(x2+1)+2(x2+1)2

4. Observons pour commencer que :
X241
(X —13(X —2) (X fzefza—"> (sze*"%")

F(X) =

Ses coefficients étant réels et son degré négatif, la décomposition en éléments simples de F(X) dans C(X) s’écrit sous la

forme : B
a b c d A A
FX)=
A R A SRS SR R
En considérant (X — 1)3F(X) en 1, on obtient ¢ = f%.
En considérant (X —2)F(X) en 2, on obtient d = 15—2

En considérant (X - Ze[ZTn> F(X)et 2¢/, on obtient A = (97%33;\/5).
En considérant Xlim XF(X), on obtient a + 15—2 + % =0,s0it:a= —%.
—foo
En considérant F/(0) = g, on obtient :
15t 205 1o 97-53iV3 1 ,;m97+453V3 1
343 7 24 2 8232 2 8232 8
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D’ou apres simplifications : b = —%, on obtient ainsi la décomposition en éléments simples dans C(X).
151 20 2 5 97 —53iV/3 97 +53iV3

F(X)=— - - + + +

Dans R(X), cette décomposition s’écrit par conséquent :

5 151 20 2, 97X +256
120X —2) 343(X—1) 49X —1)2 7T(X—1)3 ' 4116(X2+2X +4)

F(X)=

5. Notons P(X) = X° —3X* +5X3 — 7X% 4 6X — 2. Il faut commencer par remarquer que P(1) =
multiplicité de 1 comme racine de P : on s’apercoit que 1 est racine triple car P'(1) = P”( )=
est factorisable par (X — 1), En effectuant ensuite la division euclidienne de P(X) par (X — 1)
obtient X2 42 comme quotient. Ainsi :

0. On peut alors tester la
0. On en déduit que P(X)
=X3-3X2+3X 1, 0n

X2+3 X2 +3
X—1P3(X242)  (X— 13X +ivV2)(X —iv2)

On en déduit, compte tenu de P € R[X], I’existence de (a;b;c;d) € R* tel que

F(X) =

Fg= oy b X 4 | d
X—1 (X-12 X-123 X+ivV/2 X-iv2
En considérant (X —1)3F(X) et 1, on obtient ¢ = %.
En considérant (X +iv/2)F(X) et —iv/2, on obtientd:%fz%s‘/ii.
En considérant XF (X) en +co, on obtient a+d +d =0 = a = 5.

En considérant enfin F(0) = f%, on obtient b = f%.
1 2 4 —245V2i 2+5v2i
F(X) = - B + 3 + \./_l - \/._l
27X —1) 99X —1)2 3(X—1)°  108(X +iv2) 108(X —iv2)
1 2 4 X-5

TWUX_1) X102 3X_1p  27(X2+2)

6. Une division euclidienne permet d’obtenir la partie entiére de F(X), a savoir 1. Les racines de P(X) = X2+ X + 1 étant
j=¢F et 2 =e"IT, celles de Q(X) = P(X?) = X*+ X241 sont les racines carrées de j et j2, & savoir :

Compte tenu de ses coefficients réels, la décomposition en éléments simples de F (X ) dans C(X) s’écrit donc sous la forme :

a b b
F(X)=1+—"2 S -+
X —¢€l3 X —e '7F X —e'3 X —e'3
On obtient :
-2m T
) (613) +]_3+l\/§ . . (el3> +l_l\/§*3
B Q/<ei%"> 12 U Q/<ei§> 12
D’ou
3 —iV3 iv3—3 3
FOX) =14 +iV3 l[zn n iv3 +iV3
12<Xfe?> 12<Xfe”7) 12<X w) 12<Xfe’l%)
Puis : ¥ ¥
F(X)=1 -

Exercice. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (p;q) € R? pour que la fraction rationnelle F(X) suivante ne
contienne aucun terme en % ni en (X 0 dans sa décomposition en éléments simples dans C(X) :

1
X2(X —1)2(X2 4 pX +q)

F(X)=

Supposons que ni 0, ni 1 ne sont racines de (X2 + pX +¢). Alors la décomposition en éléments simples de F dans R(X) s*écrit

sous la forme :

1 724_1_’_ ¢ . d n AX +pu
X2(X-1)2(X2+pX+q) X X2 X-1 (X-1?% X2+pX-+gq
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/
ou tous les coefficients indéterminés introduits sont réels. En utilisant la méthode « (&) »en O puis en 1, on obtient :

2g—p 4+3p+2q
a=—5— ; c=—F7——-
(I+p+q)

La condition recherchée est donc : 2g— p =0=4+3p+2q.
La résolution de ce systeme fournit alors la condition nécessaire et suffisante : p = —1 et g = f%.

Supposons maintenant que 0 soit racine de (X2 + pX +q), c’est-a-dire ¢ = 0. Si de plus p = 0, alors la décomposition en
éléments simples de F dans R(X) s’écrit sous la forme :

1 b d e f
f—+—+—+—+ +

F(X):X“(Xfl) X Xx2'x3 x4 Tx—1 (x—1)2

ou tous les coefficients indéterminés introduits sont réels. On obtient, par exemple aprés une « multiplication évaluation », une
division suivant les puissances croissantes et une limite en oo :
FX) 4+3+2+1 4+ 1
X OXx2 U x3 x4 X—1 (X-1)?

Donc la condition recherchée n’est pas vérifiée dans ce cas.

Si p # 0, on aboutit a la méme conclusion avec une méthode similaire. Et il en va de méme si on considere les cas ou 1 est
racine simple, puis double de (X2 + pX +q).

Conclusion : la condition nécessaire et suffisante est que p = —l et g = — %

Exercice. Décomposer en éléments simples dans C(X) pour n € N* les fractions rationnelles suivantes :

1 X"+1
AX)=pm— v RX)=3—

Posons P(X) = X" — 1. Les racines de P sont les o = €' ik

simples de la fraction F,etona:

,olt k € [1;n] (et vérifient donc @y = 1). Ce sont aussi les pdles

A (X) i 1 /2 1 1
] =
k=1 P'(oy) X — o

1 & 1 &
- L gx X

klnu)klx @y

Pour F,, on peut utiliser la méme méthode ou simplement remarquer que /> (X) = X;(,, 142 4 X” r = 14+2F (X). Dot
2 & (V3
hX)=1+4+-
2( ) n k;l X — (V3

Exercice. Soitn € N. Former la décomposition en éléments simples dans C(X) de

n!
F(X):X(Xfl)...(an)

La décomposition se présente sous la forme (les a; constituant une famille de réels) :

Or, en considérant, pour tout k € [0;x], la fraction (X —k)F (X) en k, on obtient :

n!

— et = e ()
k(k—1).. 1% (—1)...(k—n) kl(n— k)1 k

ajp =

Par conséquent :

Exercice. Soit F € K(X).
1. Soit a un zéro d’ordre o, > 1 de F. Montrer que a est zéro d’ordre oo — 1 de F’.
2. Comparer les poles de F et de F’, ainsi que leur ordre de multiplicité respectifs.

Notons £ le représentant irréductible de F.
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1. Soit a une racine de P multiplicit¢ m > 1. Ona: P(X) = (X —a)"R(X) avec R(a) # 0 et Q(a) # 0.
F(X) = (X —a)""' (mR(X)Q(X) + (X — a)R' (X)Q(X) — (X —a)R(X)Q' (X))
(0(x))?
Le nombre a n’est pas racine de (mR(X)Q(X) + (X —a)R'(X)Q(X) — (X —a)R(X)Q' (X)), donc a est un zéro d’ordre (m—1)

de F'.
2. Soit a un podle de F de multiplicité m. On a: P(a) #0et Q(X) = (X —a)"T(X) avec T(a) # 0. Alors :
(X —A)P(X)T(X)—mP(X)T(X)— (X —a)P(X)T"(X)

Fie = (X —aym 1 (T(X))?

Le nombre a n’est pas racine de (X —a)P'(X)T(X) —mP(X)T(X) — (X —a)P(X)T’(X), donc a est un pdle de multiplicité
(m+1)deF.

Exercice. Soit P € C[X] un polyndme scindé a racines simples x1, ..., x,.

1. Former la décomposition en éléments simples dans C(X) de la fraction rationnelle F = 5
En déduire que si P(0) # 0, alors :

! 1
LPe - PO

2. Former la décomposition en éléments simples dans C(X) de la fraction rationnelles G = %N (On supposera que les racines
de P n’annulent pas P”).
En déduire que :

i P'(q)
k=1 P’ Xk

Remarque 1. Supposer que les racines P n’annulent pas P” peut sembler superflue, & premiére vue, puisque les racines sont
simples. Attention! Tout ce qu’implique que les racines sont simples, est que les racines n’annulent pas P’, mais on ne sait rien
sur P”. Prenons par exemple les polyndmes de la forme P(X) = X (a+X2Q(X)) ont 0 pour racine simple et pourtant P”(X) =
X(60(X)+6XQ'(X)+X?0(X)), donc P"(0) = 0. Vous allez bien stir répondre, & raison (toujours a priori) que P n’est pas scindé
a racine simple. Prenons alors, a = —1 et Q(X) = 1, alors P(X) = X(X? — 1) = X(X — 1)(X + 1), donc scindé a racines simples
avec P”(0) = 0. Ainsi, pour ce polyndme, la démonstration donnée en correction, est fausse. Cependant, vous pouvez le vérifier, la
propriété reste vraie (pour ce polyndme).

1. Le polynéme P s’écrit sous la forme :
n

PX)=o]](X—x)

k=1
ol o € C*. On obtient donc :

1 LAY
F(X):W:kglx_k

ol Ay = ( -y pour tout k € [1:n]. Si P(0) # 0, on obtient donc le résultat annoncé par :
1 LNy L 1
F0)=— = =
©) P(0 g’ X Z X P! (X))

2. On a de maniere analogue :
P// X n P// ]
G(X) _ ( ) _ /(xk)
PX) = Plla) X —x

La fraction rationnelle H(X) = XG(X) est de degré n —2 —n = —2 < 0. D’oli, d’une part, lim H(X) = 0. D’autre part, en
+

n n
by Pl X im

reprenant 1’expression précédente H(X) = Pl X lim_ = &

Exercice. Soit F € C(X).
1. Soit a un zéro d’ordre m > 1 de F. Démontrer que a est un zéro d’ordre (m—1) de F'.
2. Comparer les pdles de F et de F’, ainsi que leurs ordres de multiplicité respectifs.

Notons 5 le représentant irréductible de F.

1. Soit a une racine de P multiplicit¢ m > 1. Ona: P(X) = (X —a)"R(X) avec R(a) # 0 et Q(a) # 0.

(X —a)" ' (mR(X)Q(X) + (X — a)R' (X)Q(X) — (X ~a)R(X)Q' (X))
(0(x))?

F'(X)=
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Le nombre a n’est pas racine de (mR(X)Q(X) + (X —a)R' (X)Q(X) — (X —a)R(X)Q' (X)), donc a est un zéro d’ordre (m—1)
de F'.
Soit a un pole de F de multiplicité m. Ona: P(a) #0et Q(X) = (X —a)"T(X) avec T'(a) # 0. Alors :
X—AP (X)T(X)—mP(X)T(X)— (X —a)P(X)T'(X)
(X —a)™ (T (X))?

Le nombre a n’est pas racine de (X —a)P'(X)T(X) —mP(X)T(X) — (X —a)P(X)T’(X), donc a est un pdle de multiplicité
(m+1)deF.

Exercice.

1.

. SiPet Q sont pairs, il est évident que F est pair. Supposons que F est pair. Nous avons alors F(—X) =

. P . -
Soit F = é ou P et O sont des polyndmes tous deux non nuls et premiers entre eux. Montrer que F est paire si et seulement

si P et Q sont pairs.

. Etablir un résultat analogue pour F impaire.

P(=X P(X
o0 =F ) = g
ce qui donne P(—X)Q(X) = P(X)Q(—X). Donc P(X) divise P(—X)Q(X). Or P et O sont premiers entre eux, donc par le
lemme de Gauss, P(X) divise P(—X). Les degrés des deux polyndmes étant égaux, nous avons P(X) = AP(—X) avec A € C*.
En identifiants les coefficients dominants, on trouve A = (—1)" (avec n = deg(P).

En reportant dans 1’égalité plus haut, nous obtenons apres simplification par P(—X), Q(X) = A0(—X) = (-1)"Q(—X).
Ainsi P et Q ont tous les deux la parité de n. S’ils sont tous les deux impairs, alors P(0) = 0 = Q(0). Dans ce cas P et Q
ont une racine commune (0) ce qui contredit I’hypothese que P et Q sont premiers entre eux. En conclusion ils sont tous les
deux pairs.

. Il est clair encore une fois que si P et Q sont de parité contraire, alors F est impair. Réciproquement, en reprenant le méme

raisonnement, nous avons P(—X)Q(X) = —P(X)Q(—X), donc P(X) divise P(—X) et P(X) = (—1)"P(—X). En reportant
dans 1’égalité, nous obtenons cette fois Q(X) = —(—1)"Q(—X) = (—1)""1Q(—X). Donc P est de la parité de n et Q de la
parité de n+ 1, donc parité contraire de P.

Donc F est impair si et seulement P et Q sont de parité opposée.

Exercice. On pose P =a(X —xp)---(X —x,) ou les x; sont des complexes non nécessairement deux a deux distincts et a est un
complexe non nul.

1.
2.

/ n
. Si P’ divise P, alors P = P'Q avec deg(Q) = 1. Donc Q(X) = bX +c et I;<—§(()> = Tlﬂ =Y
i=1

/
Déterminer la décomposition en éléments simples de 7

Une application : déterminer tous les polynémes divisibles par leur dérivées.

. Nous savons que si F = g, alors le coefficient correspondant a un pdle simple o vaut a = 5/(_0&)). Ici, les racines ne sont
pas forcément simple, mais nous savons que si o; est une racine de multiplicité d’ordre m; de P, alors c’est une racine
d’ordre m; — 1 de P, ainsi, c’est un pdle simple de %. Finalement, F(X) = % ne possede que des pdles simples. D ot en
appliquant la formule précédente : a; = % =1.D’ou

P(X) 1
P(X) k; X —x;

n n
Remarque 2. Nous pouvons voir ici une « dérivée logarithmique » : P(X) =a [T (X —x;),d’ouIn(P(X)) =1In(a)+ ¥, In(X —
i=1 i=1
x;) (formellement, c’est-a-dire que 1’on ne s’occupe pas des signes éventuellement négatifs...). En dérivant, on obtient

PX) &
%_E‘] X—=xi*

o Cette égalité n’est possible

(
que si Vk € [1;n], x, = — 7. Donc P posséde une unique racine de multiplicité r.
Réciproquement, les polyndmes de la forme P(X) = a(X — x;)" vérifient la propriété.

Méthode alternative (sans utiliser les décompositions en éléments simple :

Soit P € C[X] une éventuelle solution. Si deg(P) < 0, alors la seule solution est clairement P = 0. Supposons que deg(P) =
n > 1. Alors il existe a € C tel que nP(X) = (X —a)P'(X) (par considération des termes dominants et en tenant compte de
deg(P') = n—1). On a alors deux méthodes d’analyse.

1re méthode : En dérivant la relation précédemment obtenue, on obtient :

nP'(X)=P'(X)+ (X —a)P"(X)
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Soit aussi : (n—1)P'(X) = (X —a)P"(X). En dérivant & nouveau cette relation, on obtient :
(n—1)P"(X) = P"(X) + (X —a)PP)(X)
Soit aussi : (n—2)P"(X) = (X —a)P® (X). En poursuivant ainsi, on obtient finalement :

POI(X) = (X —a)P) (X)

Or, deg(P) =n = A € C, P (X) = An!. Donc P~V (X) = An!(X —a).
On a donc finalement, en remontant les calculs précédents : n!P(X) = An!(X —a)". D’ou

P(X)=MX —a)"

(Remarque : A est le coefficient dominant de P.)

2de méthode : Appliquons la formule de Taylora Pena :

)
Py =y Wit
k=0 "
On a donc aussi : ©
" P (a -
P/(X) _ Z k'( )k(X—a)k 1
=1 %
et par conséquent :
1 Pk (q
x-aP )=y T x —ap
k=1 :
La condition nP(X) = (X —a)P'(X) est donc équivalente & :
. pk) (g . pk) (g " kP (g
nP(X) = nk;) k!( ) (x — 0 = nP(a) +nk; k!( ) (x —a)f = k; k!( ) (x - a)f

1l en résulte par identification : Vk € [0;1] , nP®) (a) = kP®) (a) ; d’ ot aussi : Vk € [0:n— 1], P%)(a) = 0. 1l en résulte
que a est une racine d’ordre n de P et comme deg(P) = n, c’est la seule :

I(a:h;n) € C x C x N*, P(X) = A(X —a)"

Réciproquement, on vérifie immédiatement que tous les polyndmes de la forme précédente sont solution.

Exercice. Soit n € N*. Déterminer la valeur de chacune des somme suivantes en fonction de n :

1 3 i k
k(k+1 e+

™=

=~
Il
-

N
-
i ™=
bl
=
=~
+
_
=
=~
+
[\S)
=

o
=]
®

111

X(X+1) X X+1

i 1 —ilfi—lfl—"
k(k+1) & \k k+1)  n+l n+l

Par conséquent :

2. Observons que :
1 1 1 1

XX+1)X+2)  2X X+1  2(X+2)

Notons alors :

k=1
On obtient :

n 1 1 &1 n 1 1 & 1 1 n+ll ln+2]
Liwaniry 25k Ziri Tt 25 Xata Xk
:1Sf(Sfl+ : +1(57171+ P! )
2 ntl) 2 2 a1l a2

1 1 1

=3 212 2n+a
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3. Nous avons déja travaillé la factorisation du polyndme X* + X2 4 1. Les racines complexes sont % j et ;2. La factorisation
dans R[X] est alors (X2 +X +1)(X> —X +1).
La décomposition en éléments simples nous donne alors

X 1 1 1
X4+X2+1 2\ X24X X2—-X+1

De plus, on remarque que X> —X +1 = (X —1)2 4 (X — 1) + 1 Par conséquent

(X —1)
WS Lo
2 ,;k2+k+1_k§k2k+l>
1 1
2
1

(

<§k2+k+1_i( 2+(k )
(
(

n

¥ 1
P W BN SR

1
2

n
S Rtk+1 E 0k2+k+1>

1
—— 1
n2+n+1 )

1
2
1 1
e I
2 n?+n+1

Exercice. Soitn € N. Exprimer la dérivée n-icme de la fraction rationnelle :

1

"o

Observons que la décomposition en éléments simples de F' dans C(X) est :

D’une maniere générale :

A (—1)"n!
YaeC,VneN, dX”( ):(

On peut en déduire :

, R 1 1
F! )(X):(_]) n! (X’“Ll - 2(X — i)t - 2(X+i)”+1)

On peut ensuite obtenir comme suit 1’expression de F (") (X) dans R(X), au moyen de la formule du binéme :

1 1 1 ((X+i)"+1+(x,,-)n+1)

20X =it T a(X iyt T 2\ (X — iyt (X i)t

m ("f (n:])xnﬂ kk+Z (n:])xnﬂ kik(— ])k>

n+l
_ +1— kk k
- Xz+ T (kZO X" (1+-» ))
m
_ A ”*1 Xn+1 220 5 o
- X2+ n+1 ZO
p=
E( 2L
1 (ZZ) n+1 )p+1Xn+l 2p
(X2+l)n+1 =

D’ou finalement :

F(n>(X) — (=1)"! 1 + 1 (E(%) (n+ 1)(71)p+1Xn+172p

xntl (X2+])n+l

Exercice. Soit n € N. On considere la fraction rationnelle :
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1. Exprimer la dérivée n-ieme de F(X).

2. Démontrer qu’il existe P, € R,[X] tel que :

_ A®
(X2 + 1)n+l

3. Déterminer les racines de P,.

1. Observons que :

D’une maniere générale :

On peut alors en déduire :

—1)"n! 1 1
Fo(x) = ¢ -
%) 2i ((x-i)"+' (X+i)"+'>
2. Il en résulte de ce qui précede que :
Pu(X)
FO(x)= —m2)
( ) (X2+ 1)n+1

avec . |
R = CU (i - (e —ip1) eyl

2i

Mais comme il est clair que P, = Oy, on en déduit que P, € R,[X]. La formulation explicite de P, dans R,[X] peut étre
déterminée comme dans I’exercice ?? avec la formule du bindme :

B(5)-1 (n+ 1

X2 ()Pt
2p+l) (=1)

p=0

3. PourxeR: |
Pi(x)=0& (x+i)" =x—i)"t o i el e dkelin], x=—F——

X tan <nk—+”1)

On a ainsi trouvé n racines réelles au polynome P, ¢’est-a-dire autant que son degré.
On les a donc toutes trouvées ainsi.

Exercice.

1. Effectuer la division suivant les puissances croissantes de X3 — 1 par X% +1 a I’ordre 3.

2. En déduire une primitive de f : x — x%
1. Nous avons X3 —1 = (1+X2)(—1+X2+X3) — (X* +X°).
2. Nous avons donc
-1 _ —14x2+x x4
AR2+1) x4 RN
1 1 1 1+x
:_x_4+x2 x 241
1 1 1 1 1 2x
:_F+x2 x 241 Exx2+1

Les primitives de f sont donc F : x 3){3 - lx +In(|x|) — Arctan(x) — %ln(x2 +1) +cste.

Exercice. Déterminer les primitives des fonctions suivantes sur des intervalles convenables :

X 4+2 . 2x+1
L f: x’_>x2(xz 0 2. gix—> (a1l

1. Aprés division euclidienne, on obtient qu’il existe (a;b;c;d) € R* tel que :

X +2 b d
X2(x2-1) X2 X- l X+1
On trouve apres les calculs usuels : a =0; b= —2; c—%,d 5. Par conséquent :
/ x)dx = / 3 dx*——b— +§1n(\x—1\)—lln(\x—b—l\)-ﬁ-cste
2(x—1) x+1 B 2
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(sur tout intervalle ne contenant ni 0, ni 1, ni —1)
2. Lafonction g étant déja sous forme décomposée dans R, il va falloir passer dans C. Commencons par observer que :
2x 1
Vx € R, =
YER 80 = a2 e T ey
Il en résulte : | |
dx = — dx
/g(x) x2+1+/(x2+1)2
Pour calculer I’intégrale restante, nous allons passer dans C avant de revenir a R. Nous savons que :
1 a a b b
azbsc:d) € CH H(X) = =
(asbse5d) M= x=i T+ T Xt
En considérant (X —i)?H(X) avec X = i, on obtient : b = f% =b.
On a alors :
H(X) 1 1 B 1 n 1 1 . 1 1 B 1
4X—0i)? 4X+D2) (X24+1)2  4(X—i)?  4(X+iD)?2 2X2+1)
_ (a+a)X +i(a—a)
- X2+1
N ata = s N 1. L.
D’ou:q . _ 1 ; C’est-a-dire encore : @ = —zi. On en déduit finalement :
i(a—a) =5
1 B i . i 1 1
(X24+1)2 44X —i) 4X+i) 4X—i)2 4X+i)?
_ 1 1 1
C2(X241) 4(X—i)2 AX+i)?
(Nous sommes revenu sur R(X) pour la premiére fraction rationnelle car, d’une part, cela donne une fraction que 1’on sait
intégrer, d’autre part, cela évite de se retrouver a la fin avec du In (ﬁ) que nous n’aurions pas su ramener dans R.)
Par conséquent :
1 1 1 1
——— dx = - Arct —_— t
/(x2+1)2 ATt Ty Tty T
1 X
= —Arct P —— t
5 Arc an(x) + @0 +cste
On peut donc conclure :
1 1 1 -2
/g(x)dx =-2T1 + EArctan(x) + 2(x2x+ 3 +ocste = B (Arctan(x) + ;2—4-1) +cste
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