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Question de cours 1 [5 points]

1. Soit A un ensemble ; � et � deux lois de compositions internes sur A.
Donner les définitions suivantes :

(a) (A;�) est un groupe commutatif,
(b) (A;�) est un magma associatif,

(c) � est distributive par rapport à �,

2. Soit (A;�;�) un anneau et B ⊂ A.
Donner la définition de B est un sous-anneau de A.

3. Soit (A;�;�), (B;⊕;⊗) deux anneaux.
Donner la définition de f est un morphisme d’anneaux de A dans B.

Exercice 2 [5.5 points + Bonus]
Soit (G, ?) un groupe, S(G) l’ensemble des applications de G dans G bijectives et Aut(G) l’ensemble des
automorphismes de G.

1. Montrer que (Aut(G); ◦) est un sous-groupe de (S(G); ◦).

2. Soit a ∈ G. Considérons l’application :

ϕa : G −→ G
x 7−→ a ? x ? a−1

(a) Montrer que ϕa est un morphisme de groupe de (G; ?).

(b) [Bonus +1pt] Montrer que ϕa est bijective.

3. Considérons l’application suivante :

Ψ : G −→ Aut(G)
a 7−→ ϕa

Montrer que Ψ est un morphisme de groupe de (G; ?) dans (Aut(G); ◦).

4. Déterminer Ker(Ψ).

Tournez svp→
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Exercice 3 [7 points] - Extrait du Concours d’inspecteurs des Impôts (2009)
Soit (G, ]) un groupe, d’élément neutre e.

On dit que D est un sous-groupe distingué de G si et seulement si

(i) Stabilité par ] : ∀h1, h2 ∈ D : h1 ] h2 ∈ D

(ii) Stabilité par passage au symétrique : ∀h ∈ D : h−1 ∈ D

(iii) ∀(g;h) ∈ G×D : g ] h ] g−1 ∈ D

Sous-groupe distingué

1. Rappeler la définition de H est un sous-groupe de G.

2. Montrer que G et {e} sont des sous-groupes distingués de G.

3. Montrer que si G est un groupe abélien, alors tout sous-groupe de G est un sous-groupe distingué.

4. Soit H un sous-groupe de G et N un sous-groupe distingué de G.

(a) Montrer que N ∩H est un sous-groupe distingué de H .

(b) En déduire que si N ⊂ H , alors N est un sous-groupe distingué de H .

5. Soit (Ni)i∈N une famille de sous-groupes distingués de G.
Montrer que

⋂
i∈N

Ni est un sous-groupe distingué de G.

Exercice 4 [2.5 points + Bonus]
Soit (G; ∗) un groupe. On note

C = {x ∈ G | ∀g ∈ G, g ∗ x = x ∗ g}.

C est l’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les éléments de G.

1. Montrer que (C; ∗) est un sous-groupe de (G; ∗).

2. [Bonus +1point] Si G est abélien, que vaut C ?

Fin. ♣
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