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Question de cours 1 /5 points]

1. Soit A un ensemble ; H et X deux lois de compositions internes sur A.
Donner les définitions suivantes :

(a) (A;H) estun groupe commutatif :
— (A;H) estunmagma: Vr,y € A: xHye A
— M est commutative dans A :Vr,y € A: xHBy=yHx
— Hestassociative dans A : Vo, y,z € A: (cBy)Bz=zHB (yH=z)
— (A;H) admet un élément neutre 04 : Vx € A: B0y =048z =2
— Tout élément de A est symétrisable par H: Ve € A, 32’ € A: 2Bz =2’ BHx =0y

(b) (A;X) est un magma associatif,
— (A;X) estunmagma:Ve,y € A: zXKye A
— Nestassociativedans A :Vz,y,z € A: (e Ny)Kz=2zX (yX z)

(c) X est distributive par rapport a H,
Ve,y,z€ A (cBy)Kz=(N2)B(yXz) et 2K (zBy)=:=Xz) B (zKy)

2. Soit (A;H;X) un anneau et B C A. Donner la définition de B est un sous-anneau de A.
— (B;H) est un sous-groupe de (A;H) :
— 04 €B
— Stabilit¢tdeH: Ve, y € B: xBye B
— Stabilité par passage au symétrique :Vx € B, 2/ € B
— 14€B
— BstableparX : Vo, y € B, xXye B

3. Soit (A;H;X), (B; ®; ®) deux anneaux. Donner la définition de f est un morphisme d’anneaux de
A dans B.
— f(la)=1p
— Vaz,ye A: f(zHy) = f(z) f(y)
— Vo,yeA: fzWy) = f(z) ® f(y)

Exercice 2 [5.5 points + Bonus]
Soit (G, *) un groupe, S(G) ’ensemble des applications de G dans G bijectives et Aut(G) I’ensemble des
automorphismes de G.

1. Montrer que (Aut(G); o) est un sous-groupe de (S(G);0).
Rappellons que
— f € 8(G) signifie f € F(G,G) et f bijective.
— [ € Aut(G) signifie f € F(G,G) et f bijective et f est un morphisme de G dans G.
Montrons que



— Os(@) € Aut(Q) :
Os(c)> I'élément neutre de S(G) pour la loi o, est a ’application identité de G dans G (ie YV €
G :idg(z) = z).
Par définition, idq est une application de G dans G et bijective (ida1 = idg).
Il reste 2 montrer que idg est un morphisme de GG dans GG : Soit z,y € G. On a

idg(zxy) =x*y = idg(z) x ida(y)

idg est bien un morphisme de G dans G. Finalement | 0s () € Aut(G) |.

— Stabilité de o : Vf, g € Aut(G) : fog € Aut(G).
Soit f, g € Aut(G), ie f,g € F(G,G), bijectives et sont des morphismes de G dans G.
Montrons que f o g € Aut(G).On a
— f,9 € F(G,G), donc par définition de la composition f o g € F(G, Q)
— f, g bijectives, donc f o g bijective (composée de fonctions bijectives - voir chapitre 2)
— f,g € Hom(G,G), alors fog € Hom(G, G) (composée de morphismes - chap5 proposition
2.9)
Ainsi‘f og € Aut(G).‘

— Stabilité par passage au symétrique :Vf € Aut(G), f~! € Aut(Q).
Soit f € Aut(Q), ie f € S(G) et morphisme de G dans G. Montrons que f~! € Aut(G).
Comme f € Aut(G), alors f~! existe, f~! € F(G, G), bijective aussi.
De plus, I’application réciproque d’un morphisme reste un morphisme (chap5 proposition 2.10).
Donc| f~! € Aut(G).

Finalement‘ (Aut(G); o) est un sous-groupe de (S(G);0) ‘

2. Soit a € G. Considérons I’application :

0e: G — G

x — axxzxa

(a) Montrer que ¢, est un morphisme de groupe de (G ).
Soit z, 2" € G. Alors

Vo) *xpa(2") = (axzxa')x(axz'xa')  fpardéfinition de ¢,
axxx(atxa)xa' xat g car x associative
axzx(eg)*a' xat § car a~! symétrique de a par x
= ax(zxa)xa? g car ey élément neutre de (G, *)

Yoz *2') 1 par définition de

Ainsi | p, € Hom(G,G)‘

(b) [Bonus +1pt] Montrer que ¢, est bijective.
Plusieurs options :
— g, est bijective si et seulement Vy € G, Iz € G : y = pu(x).
— (p, est bijective si et seulement , injective et surjective (avec Ker et Im par exemple).
— (p, bijective si et seulement , admet une application réciproque (symétrique par la loi o) :
ie il existe (¢,) ! € S(Q) telle que @, 0 ;' = @, o p, = idg
Cherchons alors o, ' € S(G) telle que ¢, o ¢, ! = idg. Soit z € G, il vient

(pao o )(x) =2 = @alp,*(z) =2z b par définition de la composée
< axp,(z)*xa =2  fpardéfinition de @,
< @ ' (r)xa ! =a 'xx Bparopération a gauche
— g z)=alxz*xa g par opération a droite

\S]



On obtient ¢ ! (z) = a~!

*Z % a est le symétrique a droite de 4. On vérifie que cette expression

est également le symétrique a gauche (ie ¢ ! (pq(2)) = 2).
Finalement ¢, admet une application réciproque : donc ‘ (pq est bijective.

3. Considérons I’application suivante :

UV:G — Aut(G)
a — g

Montrer que ¥ est un morphisme de groupe de (G; x) dans (Aut(G); o)
Montrons que Va,b € G : U(axb) = ¥(a) o U(b). Soita,b € G.Ona ¥(a*b) = pau-
Montrons alors que @q.p = @q © wp. Soit x € G, il vient :

(axb) %z * (axb)~!
axbxxxb txa!
= ax(b*xx*xb Y xa”
a* (pp(z)) *a=t

= @alpp(x)) = (¢a © 1) (2)

Paxb (l') =

1

Donc ¥ (axb) = @ab = @ © pp = V(a) o U(b).

i par définition de ¢,

i par définition du symétrique de a x b
i par associativité de x

i par définition depy,

i par définition dey,

Finalemen‘[‘ ¥ est un morphisme de (G x) dans (Aut(G);0) ‘

4. Déterminer Ker ().

On a
a€ Ker(¥) < VY(a) =idg
< (,Da:idG
= Vo eG: pu(x) =1idg(z)
— VreG:axrkal
<— VzeG: axz=z%a

i par définition du Ker

i par définition de ¥

i par égalité d’application
=z f par définition de ¢,

i par opération a droite

Finalement’ Ker(V)={aec G|V eG: axzx=x*a} ‘ : Ker(¥) contient les éléments de G

qui commutent avec tous Ies autres élément de G. Il s”agit du centre de G.

Exercice 3 [7 points] - Extrait du Concours d’inspecteurs des Impdts (2009)

Soit (G, #) un groupe, d’élément neutre e.

Sous-groupe distingué

On dit que D est un sous-groupe distingué de G si et seulement si

(i) Stabilité par § : Vhi,ho € D: hifhy € D

(ii) Stabilité par passage au symétrique : Vh € D : h~' € D

(iii) Y(g;h) € Gx D : gthtigt €D

1. Rappeler la définition de H est un sous-groupe de G.

— 0g e H
— Stabilitéde f : Ve, y € H: zfly € H

— Stabilité par passage au symétrique :Vx € H, 2’ € H

2. Montrer que G et {e} sont des sous-groupes distingués de G.
Par définition, G et {e} sont des sous-groupes (triviaux) de G : ils vérifient donc (i) et (ii) de la

définition précédente. Montrons (iii) pour G et {e} :



Soit g,h € G. Alors gt ht g~ € G carg,g~ ', h € G et G stable par § (car G est un groupe).
De méme, soitg € G et h € {e} (ie h = e). Alors

gthtig ' =gtetg ' =gtg ' =ec€{e}

Finalement‘ G et {e} sont des sous-groupes distingués de G ‘

. Montrer que si G est un groupe abélien, alors tout sous-groupe de G est un sous-groupe distingué.
Supposons G abélien, ie Vr,y € G: zty = yfz.
Montrons que tout sous-groupe de G est un sous-groupe distingué.
Soit H un sous-groupe de (5. Par définition de H (rappelée en 1.), ce dernier vérifie (i) et (ii) de la
définition précédente. Montrons alors (iii). Soit g € G et h € H. Alors, comme G est abélien, on a

githtg ' =htgtg ' =hte=heH

Donc H est un sous-groupe distingué.
. Soit H un sous-groupe de GG et N un sous-groupe distingué de G.
(a) Montrer que N N H est un sous-groupe distingué de H.
(i) Stabilité par ff : Montrons que Vhi,ho € NN H : hiftho € NNH.
Soit hy,ho € NN H,ie hi,ho € NET h1,hy € H.
Alors hiffhe € N (car N sous-groupe distingué) ET hitthe € H (car H sous-groupe) :
Ainsi| by fhy € NN H |
(ii) Stabilité par passage au symétrique : Montrons que Vh € NN H: h' ¢ NN H
Soithe NN H,iehe NEThe H.
Alors h~! € N (car N sous-groupe distingué) ET h~! € H (car H sous-groupe).
Ainsi
(iii) Montrons que V(g;h) € H x (NN H): gthtg e NNH
Soit (g;h) e Hx (NN H),iege H he NEThe H.
Alors g#thtig~' € H (car g,h € H et H sous-groupe) ET g httg~' € N (car h € N,
g € H C G, et N sous-groupe distingué de G)
Ainsi|gtihtg ' e NN H

Finalement‘ N N H est un sous-groupe distingué de H

(b) En déduire que si N C H, alors N est un sous-groupe distingué de H.
Supposons N C H. Alors N N H = N.D’apres (a) : N est un sous-groupe distingué de H.
. Soit (V;);en une famille de sous-groupes distingués de G.
Montrer que ﬂ Nj; est un sous-groupe distingué de G.

€N
Par hypothese, pour ¢ € N,on a:
(1) Stabilité parﬁ :Vhi,ho € N; : hy ﬁhz e N;
(i) Stabilité par passage au symétrique : Vh € N; : h=! € IV;
(iii) V(g;h) € G x N; : gthtig™' € N;
Montrons que ﬂ N; est un sous-groupe distingué de G, ie
1€N
(i) Stabilité par t : Vhi,hy € (| Ni: hithy € (| Ni.
ieN 1€eN
Soit hy, hy € ﬂ N;ie Vi € I, hy,hy € N;. Comme hy,hy € N; pour tout ¢ € N, alors
1€EN
h1t he € N; (car IV; sous-groupe distingué) pour tout 7 € N. Ainsi|hi fho € ﬂ N;
€N




(ii) Stabilité par passage au symétrique : Vh € ﬂ N;: hle ﬂ N;.
€N €N
Soit h € ﬂ N;,ieVi € N, h € N;. Comme h € N; pour tout i € N, alors h~! € N; (car N;
€N

sous-groupe distingué) pour tout i € N. Ainsi|h ™! € m N;

€N
(i) V(g;h) € G x [ Ni: gthtg™ € [N
€N ieN
Soitg € G, h € ﬂ N;ieVi € N, h € N;. Alorsona gthtig~! € N; (car N; sous-groupe
iEN
distingué).
OrVieN, he NjdoncVi e N, gthtg ' € Nyie|gthtg'e ﬂNZ-

€N

Finalement ﬂ N; est un sous-groupe distingué de (¢
1€N

Exercice 4 [2.5 points + Bonus]
Soit (G} *) un groupe. On note

C={zeG|VgeG, gxz=x%g}.

C est I’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les éléments de G.
1. Montrer que (C'; *) est un sous-groupe de (G *).

— 0g e C:
Par définition de I’élément neutre Og € G et vérifie Vg € G : g x 0g = Og * g donc .

— Stabilité de x : N,y € C: zxy € C.
Soitz,y € C,ieVge G:g*xx=xxgetgxy = 0g*y.
Montrons que z xy € C'ieVg € G: (xxy) x g = g * (z x y).
Soit g € G.On a

(xxy)xg = zx(yx*g) # par associativité de
= xx*(gx*y) fcary € C
= (zxg)*y f par associativité de x*
= (g*x)*y fcarx € C
= gx(xx*y) # par associativité de

— Stabilité par passage au symétrique : Vx € C, ' € C
Soitx € C,ieVge€ G:g*x=x%g.Montronsque 2’ € CieVge G : 2" xg=gx*2x.
Soit g € G.On a

gxr=x%xg <= (g*x)x2' = (vx*xg)*a' # par opération a droite
— gx(xxa)=xx(gxa) # par associativité de
— g=uxx(gxa) fcarx x 2’ = eqg
— 'xg=(2'*xx)xgxa # par opération a gauche et associativité
— axg=gx*a fcarx x 7' = eqg

Done

2. [Bonus +Ipoint] Si G est abélien, que vaut C'?
Si G abélien, alors Ve, y € G:axxy =yxxie C = G.

Fin. &



