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— Aucun document n’est autorisé, Aucun appareil électronique n’est autorisé.

— La qualité de la rédaction sera prise en compte dans la note. Les réponses devront étre justifiées.
— Le bareme est signalé a titre indicatif (sur 22).

— Ce DS est composé de quatre exercices indépendants (dont deux ont une question bonus).

Exercice 1 [4 points + Bonus]

Considérons 1’équation différentielle
y// + LL)Q y _ O
ol w est une constante réelle.

Cette équation régit toute une série de systemes physiques, tels que 1’oscillation d’un
poids suspendu a un ressort, le mouvement d’un pendule ou encore la tension d’un circuit
| électrique.

Qo

Notons E = C*°(RR,R) I’ensemble des applications de R dans R de classe C*° (ie indéfiniment déri-
vables). Enfin, soit w € R, définissons

D:FE — FE
o D)= [+t

1. Donner la définition de £ = C*°(R, R) est un R-espace vectoriel.
2. Montrer que D est un endomorphisme de F.
3. Donner les définitions du noyau et ’image de D.
4. [Bonus +Ipt] Montrer que
f'R — R g:R — R
t — sin(wt) t — cos(wt)

appartiennent au noyau de D.

Exercice 2 [4 points]
Soit E, F, G trois K-espaces vectoriels, f € Z(E, F) et g € Z(F,G). Montrer que
1. Ker(f) C Ker(go f) 2. f(Ker(go [f)) = Ker(g) N Im(f)

[Indication pour (2.) : il s’agit bien ici de I'image directe de f.]

Tournez svp —



Exercice 3 [5 points + Bonus |
Considérons

E={(z,y,2) R}z +y—22=0et2e —y—2=0} et F={(z,y,2)eRz+y—2=0}

etu=(1,1,1);v = (1,0,1) etw = (0,1,1).

1.

A

Montrer que E et F sont deux sous-espaces vectoriels de R3.

Déterminer une famille génératrice de E. S’agit-il d’une base de E ? Donner la dimension de E.
Montrer que {v; w} est une base de F'.

Montrer que {u;v;w} est une famille libre de R3.

A-ttonR3 = E @ F?

[Bonus +Ipt] Soit a = (z,y, z) € R3. Déterminer les coordonnées de a dans la base {u;v;w}.

Exercice 4 [7 points |

PARTIE I Soit E, F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F).

Montrer que si £ = Vect{ui,...,u,}, alors Im(f) = Vect{ f(u1), ..., f(un)}

PARTIE II Considérons 1’application suivante

f:R® — R?
(x,y,2) +— (6 —4y —4z;5x — 3y —4z;x —y)

. Montrer que f € .Z(R?).
. Soit B = {e1, ez, e3} la base canonique de R3. Rappeler la définition de B.
. Montrer que Ker(f) est la droite vectorielle engendrée par u = (2,2, 1).
. Soitv = (1,1,0) etw = (0,1, —1).

(a) Calculer f(v) et f(w).

(b) Montrer que {u;v; w} est une base de R3. En déduire que {v,w} est une base de Im(f).
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(c) Déterminer Im( f) par une autre méthode.

5. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont des espaces supplémentaires dans R3.

Fin. &

"Le succes n’est pas final.

L’échec n’est pas fatal.

C’est le courage de continuer qui compte.”
Winston Churchill



