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Exercice 1 [4 points + Bonus]

Considérons 1’équation différentielle

/////
/////

y// + w2 Y= 0
ol w est une constante réelle.
Cette équation régit toute une série de systemes physiques, tels que ’oscillation d’un

poids suspendu a un ressort, le mouvement d’un pendule ou encore la tension d’un circuit
| électrique.

Notons £ = C*°(R, R) I’ensemble des applications de R dans R de classe C* (ie indéfiniment déri-
vable). Enfin, soit w € R, définissons
D:F — E
fo— D(f)=f"+w?f
1. Donner la définition de E = C*°(R, R) est un R-espace vectoriel.

E = C*>*(R,R) est muni de la loi de composition interne + et de la loi de composition externe x
usuelles des fonctions de R dans R. E vérifie les propriétés suivantes :

(@ VfgeE:f+g=9g+f
®) Vf,gh e E:f+(g+h)=(f+g) +h
(c) g € EtelqueVf € E: f+0r = f (Og est I’application nulle)
D VfeEIf eE:f+f=0s(=-0
e VfeFE:Igx f=f
) YVa,be K,Vfe E:ax (bx f)=(axb)x f
(@ VaeRKVfigeE:ax(f+g)=(ax f)+(axg)
(h) Va,be K,Vf e E:(a+b)x f=(axf)+(bx f)
2. Montrer que D est un endomorphisme de E.
Montrons que D € F(E,E)etVf,g € E,Va,5 € R: D(af + Bg) = aD(f) + BD(g).
D’apres 1’énoncé, D € F(E, E). Montrons que D est un morphisme : Soit f,g € E; a, 3 € R.
Alors

D(af + Bg)

(af + Bg)" +w?(af + Bg)  t par définition de D

af’ + Bg" +w?(af + Bg)  tladérivée seconde est linéaire

af" + Bg" + aw?f + Bw?g 4 par distributivité de x sur +, Eestun R — EV
= af’ 4+ aw?f+ g’ + Pw?g f par commutativité et associativité de + dans E
= aff"+w?f) + B(g" +w?g) f par distributivité de x sur +

= aD(f)+ BD(g) # par définition de D

Ainsi | D est bien un endomorphisme de E ‘




3. Donner les définitions du noyau et I’'image de D.
— Ker(D)={f € E|D(f) =0} ={f € E| f"+w’f =0p}
— Im(D)=D(E)={g€ E|3f € E, D(f) =g} ={D(f)| f€ E}

4. [Bonus +1pt] Montrer que

f*R — R g: R
t

—
t — sin(wt) —  cos(wt)

appartiennent au noyau de D.
f,g € Ker(D) <= D(f) = D(g) =0gieVt € R: D(f)(t) = D(g)(t) = 0.
Soit ¢ € R, alors

D(f)t) = f'(t)+w?f(t) = —w?sin(wt) + w?sin(wt) = 0,
D(g)(t) = ¢"(t)+ w?g(t) = —w?cos(wt) + w?cos(wt) =0

en utilisant la linéarité de la dérivée, et les dérivées de sin et cos.
Ainsi ‘ f,g9 € Ker(D) ‘

Exercice 2 [4 points]
Soit E, F, G trois K-espaces vectoriels, f € Z(E, F) et g € Z(F,G). Montrer que

1. Ker(f) C Ker(go f).
Soit x € Ker(f). Montrons que x € Ker(go f).
F

z € Ker(f) < f(z)= f par définition du noyau de f
= g(f(z)) =g(0p) # par composition par g
= g(f(z)) =0¢ f car g linéaire
= (gof)(z)=0¢g f définition de la composition
= x € Ker(gof) f définition du noyau de g o f

ainsi‘ Ker(f) C Ker(go f) ‘

2. f(Ker(go f)) = Ker(g) N Im(f)
Démontrons cette égalité par équivalences successives. Soit y € f (Ker(go f)) (donc y € F).

Alors

ye f(Ker(gof)) <= dzxeKer(gof):y=f(x) f par déf de I’'image directe de f
< dzxeFE : ((gof)(x)=0gety= f(x)) fpardéfdunoyaudego f
— B (oy) =Ogety=f(z)  feary=f(x)
<~ g(y)=0get (FzeFE : y= f(x)) # par distributivité du 3
<~ ye Ker(g)ety € Im(f) f par déf du noyau et de ’image
< y e Ker(g) N Im(f) # par déf de N

ainsi‘ [ (Ker(go f)) = Ker(g) N Im(f) ‘

Exercice 3 [5 points + Bonus |
Considérons

E={(z,y,2) ER¥z+y—22=0et2x —y—2=0} et F={(z,9,2) cRz+y—2=0}

etu=(1,1,1);v = (1,0,1) etw = (0,1, 1).



. Montrer que E et F sont deux sous-espaces vectoriels de R3.

Ona

= {(z,9,2) ER3}|z+y—22=0¢et22 —y— 2 =0} F = {(v,y,2) ER3}|z+y—2=0}

— (g2 eRYr= yr2etz=2yt2)—y} = {(my2) R z=a+ty)

= {(@,9,2) eR’|z =yetz =y} = {(@yz+y) |2,y R}

= {9 lyeR} = Vect{(1,0,1); (0,1, 1)} = Vect{v; w}

= Vect{(1,1,1)} = Vect{u}

E et F sont donc des sous-espaces vectoriels de R3.

. Déterminer une famille génératrice de E. S’agit-il d’une base de £/ ? Donner la dimension de E.
D’apres la question précédente : E = Vect{u} donc {u} est une famille génératrice de E.

De plus, {u} forme une famille libre : {u} est donc d’une base de E : donc | dim(FE) =1

. Montrer que {v; w} est une base de F'.

Montrons que {v;w} est une famille génératrice et libre de F'.

D’apres la question 1, F' = Vect{v;w}. {v;w} est donc une famille génératrice de F.
Montrons que cette famille est libre : Vo, 5 € R: av+ fw =03 = a=F=0.
Soit o, 8 € R et supposons av + Sw = Ops. Alors

« = 0
av + fw =0ps <= < f = 0 <= a=p=0
a+pB =0

{v;w} est donc une famille libre de F'. Ainsi ‘ {v;w} est une base de F'

. Montrer que {u; v;w} est une famille libre de R3.
Soit a, B, € R, et supposons

a+pf = 0
au+ v+ yw = Ops < a+y = 0 <= a=F=7=0
a+pB+y = 0

Ainsi| {u;v;w} est une famille libre de R3.
. AtonR}=E®F?

D’apres ce qui précede, on a dim(E) = 1, dim(F) = 2.

De plus, la famille {u; v; w} est libre, ie E N F = {Ogs }. Ainsi dim(E N F) = 0.
Enfin, en utilisant le théoreme des 4 dimensions

dim(E + F) = dim(E) + dim(F) —dim(ENF) =142 —0= 3 = dim(R?)

Finalement | R3 = E @ F

. [Bonus +Ipt] Soit a = (z,y,2) € R3. Déterminer les coordonnées de a dans la base {u;v;w}.
On cherche a1, as, as € R tels que

al+ay = x
a1u+ v + azw = a & art+az = y(2)
a1 t+oag+az3 = 2

B)-1):ras=z—2;2):a1=y—azs=z+y—zet()taw=2—a1=—-y+2.
Finalement les coordonnées de a dans la base {u;v; w} sont‘ (x4+y—z—y+z—x+2). ‘




Exercice 4 [7 points |

PARTIE I Soit E, F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F).
Montrer que si E = Vect{uq, ..., un}, alors Im(f) = Vect{f(u1), ..., f(un)}
n

Supposons E = Vect{uy,...,up},ie Ve € E,Jaq,...,a, € K: 2z = Zami.
i=1

Montrons que Im(f) = Vect{ f(u1), .., f(un)} ieVy € Im(f),3B1, ... Bn €K1y =Y _ Bif(u;).
Soit y € Im(f). Par définition de I’image (directe) de f, il vient
yelIm(f) & JxzeE : y=f(x) # par définition de I'm(f)

= dag,..,a, €K y= Z aju;)  f par hypothese sur E

= dag,..,a, €K : y—Zalful fcar f € Z(E,F)

= ye Vect{f(u1),..., f(un)} # par définition du Vect
PARTIE II Considérons I’application suivante
fiRY — RS
(x,y,2) +— (6 —4y —4z;5x — 3y —4z;2 —y)
1. Montrer que f € Z(R3).
Montrons que
V(z,y,2), (2", ¢, 2) eR’, Va e R : flal,y,2) + (¢,y, 7)) = af(z,y,2) + f(@', ¢, 2)
Soit (z,y,2), (v',y',2') € R, Va € R.On a
fla(z,y,2) + (2',y, 7)) = flaz+z"say+y;az+2) fR3estun R — EV
= (6X —4Y —4Z;5X —3Y —4Z; X —Y) ¢ par définition de f
2. Soit B = {e1, €2, e3} la base canonique de R3. Rappeler la définition de B.
OnaB ={e; =(1,0,0);e2 = (0,1,0);e3 = (0,0,1)}

3. Montrer que Ker(f) est la droite vectorielle engendrée par u = (2,2, 1).
Par définition Ker(f) = {(z,y,2) € R® | f(z,y,2) = Ops} ie

(z,y,2) € Ker(f) < f(2,y,2) = Ops
< (6x —4y —4z;5x — 3y — 4z;2 —y) = (0,0,0)
& y=zxetz=uz/2

Ainsi| Ker(f) = {(w;7;2/2) |2 € R} = Vect{(2,2,1)}. |
4. Soitv = (1,1,0) etw = (0,1, —1).

(a) Calculer f(v) et f(w).
Ona f(v) = f(1,1,0) = (2;2;0) = 2vet f(w) = f(0,1,-1) = (O; 1, -1) = w

(b) Montrer que {u;v;w} est une base de R3. En déduire que {v,w} est une base de Im(f).

(c) Déterminer Im(f) par une autre méthode.
Im(f) = {f(z,y,2) | (x,9,2) € R?} # par définition de I’'image
= {(6x —4y —4z;5x — 3y —4z;z —y) | x,y,z € R} # par définition de f
= {2(6,5,1) + y(—4,-3,—1) + 2(—4,—4,0) | z,y,2 € R} 1 par propriété dans R?
= Vect{a =(6,5,1);b=(—4,-3,-1);c=(—4,-4,0)} # par définition du Vect
De maniere évidente, a + b = —2¢ donc Im(f)= Vect{a;b}. De plus,
{a; b} est une famille libre : {a; b} est donc une base de Im/(f).| Dim(Im(f)) =2 ‘




5. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont des espaces supplémentaires dans R3,

Fin. &



