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Question de cours 1 /5 points] Réponse exacte/fausse (+0.5pt), Pas de réponse (Opt).
Soit f : R — R une fonction. Exprimer a I’aide de quantificateurs :

1. festlafonctionnulle: VzeR, f(z)=0

fnes’annule passur R:  Vz € R, f(z) #0

festcroissante:  V(z,y) e R?: 2 <y = f(z) < f(y)
festconstante: Jce R, VzeR: f(z)=c

f est 2w-périodique :  Vz € R, f(x) = f(x + 2m)

f n’est pas la fonction nulle : Iz € R, f(x) #0

fsannulesurR: Jz € R, f(x) =0

f est strictement décroissante :  V(z,y) e R? 1z <y = f(x) > f(y)
f estune fonction affine :  3(a,b) € R*,Vz € R, f(z) =az +b

. festpaire: VzeR,f(x)=f(—x)
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Exercice 1 [4 points] Soit £/ un ensemble et I un ensemble d’indices. Considérons A une partie de F
et (B;)icr une famille de parties de E. Montrer que

1. An (UBi> =J@“ng)

il il
Démontrons cette égalité par équivalence successives :

Soitz € AN UBi . Alors :

el
re AN <U Bi> & (xeA) et (w € UB’> # définition de N
el el
& (weA)et (Jiel,zeB;) fdéfinitiondel ..
el
& diel:(xeAet(xeb)
& Jiel:ze(ANB) # définition de N
& zelJAnB) ¢ définition de | J ..
el el

Finalement | A N (U Bi> = U(A N B;)

el el




2. AU (ﬂBZ) = (AU B)

icl il
Démontrons cette égalité par équivalence successives :

Soitz € AU ﬂBi . Alors :

iel
reAU (ﬂ Bi> & (zeA) ou <a; S ﬂBZ) # définition de U
i€l iel
& (xeA)ou (Viel,xeB;) fdéfinitionde m
i€l
& Viel:(xeA)ou(xeB)
& Viel:ze(AUB;) # définition de N
& we|(AUB) f définition de [ ) ..
i€l iel
Finalement | A U (ﬂ Bi> = ﬂ(A U B;)
iel i€l
Exercice 2 [3 points]
Soit (uy), ¢y la suite définie par :
ug = 1
uy = 2
Uy
Uy = , Vn > 2
Un—2

Montrer par récurrence que : Vn € N, u, = 2™.

Procédons par récurrence double : posons Vn € N, P, : "u,, = 2™”.

Initialisation Deux rangs sont a vérifier :
n=0: uy=1dapres I’énoncé et 2° = 1. Ainsi| P, est vérifiée.
n=1: u; = 2d apres ’énoncé et 21 = 2. Ainsi | P, est vérifiée.

Récurrence Supposons pour n fixé que P, et P, 1 sont vraies, ie u, = 2" (HR1) et u, 1 = 2"*!
(HR2). Montrons que P, 2 est vraie aussi, i€ U+ = ont2,

On a alors
Uppo = —H # énoncé
Un
(2n+1)2
= o # d’apres HR1 et HR2
= 9¥nt2n # propriété des puissances
= ont? # simplification

Ainsi | P42 est vérifiée. ‘

Conclusion Finalement ’ YneN, u,=2" ‘




Exercice 3 /8 points]

On considere les propositions suivantes :
P "L utilisateur appuie sur la touche Echap"
() "L utilisateur appuie sur la touche Entrer"
R "Le programme se plante"”
S "Le fichier est effacé"

On définit les trois propositions suivantes :
A "SiI'utilisateur appuie sur Entrer, alors le programme ne se plante pas"
B "Le fichier est effacé si le programme se plante ou que ’utilisateur appuie sur Echap"

C "Le programme se plante et le fichier est effacé si I’utilisateur appuie sur les deux touches Echap
et Entrer".

1. A T'aide de quantificateurs et d’opérateurs, exprimer A, B et C' en fonction des propositions
P,Q,RetS.
— Proposition A: Q = R
— Proposition B : (Rou P) = S
— Proposition C': (Pet@) = (RetS)

2. Donner les tables de vérités associées aux regles A, B et C'.

Pl Q|R|S| PetQ | RetS|C
V| iV | V|V \" A" \"
V|V |V]|F \Y F F
V| V|IF|V \" F F
P|R|S|PouR | B V|V |F|F \" F F
o V|V ]|V \" A" V| F |V |V F \" \"
Q|R|R|A VIV|F| V |F V|F|V|F| F F |V
VIVI|F|V V|IF |V v \" V|F|F|V F F v
V| F|V|F F|V ]|V \" v V|F|F|F F F A"
F|V|V]|V VIF|F \Y F F|V| V]|V F \Y \Y
F|F|V |V F|V|F \" F F|V|V|F F F \"
Tablede véritéde 4 F | F |V F 1V FIVIEIVE F oV
F|F|F F v F|V|F|F F F \"
Table de vérité de B FIF V|V F v v
F|F|V|F F F \"
F|F|F|V F F \"
F|F|F|F F F \"
Table de vérité de C'
3. Lorsque cela est possible, écrire :
(a) Contraposée de A : (R = Q)
(b) Réciproquede B: S = (Rou P)
(c) Négationde C': (PetQ) = (RetS) <= (PetQ)et(Roubl)
Fin.



Exercice 4 Bonus [3 points]
Soit (p,n) € N? avec p € [0,n].
1. Montrer que p C? = n Cﬁj.
Notons que p C} vaut le méme résultat pour p € [0, n] et pour p € [1,n]. Plagons nous donc pour
p € [1,n] (afin que (p — 1)! aient toujours un sens) :

! —1)! —1)! _
pCh = 'pn | 1:)”(” : " '(n ) ‘:nCﬁj
ptin=p)! pp—D'n-1-(p-1)) (-D'n-1-(p-1))
2. En déduire que
n
Zp CP =n2" 1,
p=0
Il vient alors
n n n
> pCh = 0Ci+) pChi=) pC}
p=0 p=1 p=1
n
= Z n ng f d’apres 1.
p=1
n
= n Z cP] # car n indépendant de p
p=1
n—1
= n Z ct # par changement d’indice
p=0
n—1
= n Z 0571 1P 1n—1-p # utilisation du binéme de Newton
p=0
n—1
= p2nt # Formule Binéme : (1 +1)""! = Z cr 1P i
p=0

n
Finalement Zp CP = n2" 1,
p=0




