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Question de cours 1 /6.5 points]
Soit £, F' deux ensembles, A € P(E) et B € P(F). Soit f € F(E; F).

1. Définir I'image directe de A et I’'image réciproque de B.
L’image directe de A par f est I’ensemble des images par f des éléments de A :

flA) ={f(x);z e Ay ={y e F;3x e Ay = f(x)}
L’image réciproque de B par f est I’ensemble des éléments de F dont I’image appartient a B :
f-1(B) ={z € E, f(z) € B}

2. Démontrer que :
(@) AC f-1(f(A)). Soitz € A. Montrons que x € f_1(f(A)).

reA = f(zx)e f(A) # car f est une application
= z € f_1(f(A)) ¢{ par définition de I’image réciproque

Finalement‘A C f-1(f(4)) ‘
(b) f(f-1(B)) C B. Soity € f(f-1(B)). Montrons que y € B.

y € f(f-1(B)) <= 3Fx € f1(B):y= f(x) ¢{pardéfinition de I'image directe
= df(zr)eB:y= f(x) # par définition de 1’image réciproque
= yeB fcary = f(x)

Finalement | f(f_1(B)) C B|

3. Donner la définition de :

(a) I'injectivité de f : f est injective si tout élément de F' aau plus un antécédent dans F :
Vai, 29 € E: (f(x1) = f(x2)) = z1 = 2o.
(b) la surjectivité de f : f est surjective si tout élément de F' a au moins un antécédent dans F :
Vye F,3r € E:y= f(x)

4. Démontrer que :
(a) Si f estinjective, alors A = f_1(f(A)).
Supposons f injective, ie V1,22 € E : (f(x1) = f(z2)) = 71 = x2.
Montrons que A = f_1(f(A)). Démontrons cette égalité par double inclusion :
D’apres 2(a), on a déja démontré | A C f_1(f(A)).
Montrons que f_1(f(A)) C A.
Soitz € f_1(f(A)). Alors par définition de I'image réciproque, on a f(z) € f(A).
Posons y = f(x). Alors

ye f(A) < ' e A:y= f(a) 4déf. image directe

iey = f(z) = f(2'). Or f estinjective, donc x = 2/, ie x € A (car 2’ € A).
Ainsi| f_1(f(A4)) C A.|
Finalement, A = f_;(f(A)).




(b) Si f est surjective, alors f(f_1(B)) = B.
Supposons f surjective, ie (Vy € F,3z € E:y = f(z)) < (F = f(E)).
Montrons que f(f_1(B)) = B. Démontrons cette égalité par double inclusion :
D’apres 2(b), on a déja démontré ‘ f(f-1(B)) C B. ‘
Montrons que B C f(f-1(B)).
Soit y € B. Alors comme f est surjectiveet B C F, 3z € E :y = f(x).
De plus, y € B, donc par définition de ’image réciproque f(z) € B < = € f_1(B) : donc
y= f(x) € (f1(B).
Ainsi| B C f(f1(B))
Finalement f(f_1(B)) = B.

5. Considérons £ = F = {—1;0;1}, A= {1}, B={—-1;1} et

f:EFE — F
r — z?

(a) Donner le graphe de f :
Le graphe de f est

['={(x; f(2));2x € E} = {(=1;1); (0;0); (1;1)}

(b) L’application f est-elle injective ? Surjective ?
L’application f est non injective car d’apres le graphe précédent —1 et 1 ont méme image.
Lapplication f est non surjective car d’apres le graphe précédent y = —1 n’a pas d’antécédent.

(c) Ecrire en extension les ensembles f_1(f(A)) et f(f_1(B)).

fa(fA)) = f-(F{1}) = [ ({F()}) = f-({1}) = {-1; 1}

et

f(f(B)) = f(f-1({=1:1}) = fF({—1;1}) = {1}

Exercice 2 [4.5 points]
On définit la relation o sur N* par

Y(a,b) € (N*)?: axb < Jke N :b=ka.

1. Montrer que < est une relation d’ordre partiel sur N*.
o est une relation d’ordre sur N* ssi :
— o est réflexive : Va € N* : ¢ x a.
Soita €€ N*,onaa x a < Jk € N : a = ka. Pour k =1 € N* : a:ka.Donc.
— o< est antisymétrique : Va,b € N*: (a xbet box a) = a=b.
Soit a,b € N*, supposons (a o b et b < a). Montrons que a = b. On a

axb<e=JkeN":b=ka et bxa<= 3k eN:a=EkbD

ie b = ka = k(k'b) = kk'b. En simplifiant par b # 0, il vient kk’ = 1. Or k, k' € N* : donc la seule
solution & kk’ = 1 est k = k' = 1. On en déduit donc que a = b : | o est antisymétrique |.
— o< est transitive : Va,b,c € N* : (axbetbox c) = a xc.
Soit a, b, ¢ € N*, supposons (a x b et b o< ¢). Montrons que a  c.
Ona

axb<=JFkeN:b=ka et bxc<= Ik eN:c=kb

donc ¢ = k'b = K/ (ka) = kk'a. Or k, k" € N*, donc k" = kk’ € N*.

Ainsi Ik” € N* : ¢ = k”a ¢ a o ¢ : donc | o est transitive |
De plus, il existe des couples de N* x N* qui ne sont pas en relation o : par exemple 2, 3 € N*, mais on
ani2ox3, nidx2. ’ o est donc une relation d’ordre partiel ‘




2. L’ensemble ordonné (N*; o) possede-t-il un plus petit élément ? un plus grand élément ?
— Plus petit élément : Si a b, alors a < b puisque b = ka avec k > 1. Donc si (N*; <) admet un plus
petit €lément, cela ne peut étre que le plus petit €lément de N* (par la relation <) : c’est-a-dire 1. 1
est-il le plus petit élément de N* par la relation  ? En effet (pour k& = a) :

Vo eN*:1lxaeIdkeN :a=kx1

donc ‘ 1 est le plus petit élément de (N*; ). ‘

— Plus grand élément : Sur le méme principe, si a < b, alors a < b puisque b = ka avec k > 1. Donc
si (N*; <) admet un plus grand élément, cela ne peut étre que le plus grand élément de de N* (par la
relation <). Or ce dernier n’a pas de plus grand élément !

Montrons donc que (N*; oc) n’admet pas de plus grand élément, en raisonnant par I’absurde :
Supposons que (N*; <) admet N comme plus grand élément (N € N*).
Alors comme 2N = kN (avec k = 2 € N*), cela signifie que N «x 2N : donc 2N est plus grand (au
sens de ) que N. Cela est contradictoire puisque N est le plus grand élément !
Ainsi‘ (N*; ) n’admet pas de plus grand élément

3. Soit A = {4;5;6;7;8;9; 10}, muni que la relation d’ordre .

L’ensemble A posséde-t-il un plus petit élément ? Un plus grand élément ?

— Si (A; ) admet un plus petit élément, cela ne peut étre que le plus petit élément de A (par la relation
<) : ¢’est-a-dire 4. Or 4 o< 5 car il n’existe pas k € N* tel que 5 = 4k (on aurait également pu tester
avec 6, 7,9, 10).

Donc ‘ (A; ) n’admet pas de plus petit élément. ‘

— De méme, le seul plus grand élément possible serait 10, or 7 o< 10 car il n’existe pas k € N* tel que
10 = 7k (on aurait également pu tester avec 4, 6, 7, 8, 9).
Donc ‘ (A; <) n’admet pas de plus grand élément. ‘

Exercice 3 [5 points]
Soit A = {z € C: Zm(z) > 0} I’ensemble des nombres complexes dont la partie imaginaire est strictement
positive. On définit la relation R sur A par :

2C0S(6) + SIN(6)
—2SIN(A) + cos(0)

V(z,2) € A% 2RY <= FHcR:Z =

1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur A.
‘R est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive :
— TRestréflexive : Vz € A: zRz.

Ccos(f) + SIN(0
Soit z € A, alors 2Rz est vraie ssi il existe § € R tel que z = 2C0S(6) + SIN(B)

—2zSIN(#) 4 cos(6)

(%)

il existe un réel = 0 € R vérifiant (x). Ainsi ‘ R est réflexive.

2€08(0) + SIN(0)

—2SIN(0) 4+ cos(0)’
— R estsymétrique : Vz, 2’ € A: 2Rz = 2/Rz. Soit 2,2’ € A, supposons 2Rz, montrons que 2'Rz.
, 2C0S(#) + SIN(0) .
Comme 2Rz, alors 30 € R: z = . On en déduit que
—2SIN(6) + cos()

Puisque z =

2/ (—=2SIN(0) + cos(#)) = zcos(#) + SIN(0) < z(cos(0) + 2'sIN(0)) = 2'cos(6) — SIN().
Le terme COS(6) + 2'SIN(6) ne peut pas s’annuler : en effet, SIN et COS ne peuvent s’annuler simul-
cos(0)

tanément (ie SIN() = cos(f) = 0); et si SIN(#) # 0 alors 2’ = — N0

€ R ce qui n’est pas
possible (car 2’ € A, ie que sa partie imaginaire est non nulle) .
Ainsi, on peut alors écrire

_ Z'cos(f) —sIN(f)  Z'cos(—6) + SIN(—0)

~coS(A) + 2'SIN(A)  —2/SIN(—0) + cos(—0)

Z'cos(0’) + SIN(H)

Ainsi, il existe ' = —0 € R tel que = SN £ c0s(0)

,ie 2’Rz. Donc ‘ R est symétrique.




— TResttransitive : Vz, 2/, 2" € A: 2Rz et Z/R2" = 2Rz2".
Soit 2z, 2’, 2" € A, supposons 2Rz et z/Rz", montrons que zRz". Par hypothese, on a

(1)

2C0s(6) + SIN(H)

—2SIN() + cos(6)
Z'cos(0') + SIN(H')
—2'SIN(6") 4 cos(¢’)

R < FOeR:zZ =

R < FOeR:Z =

(2)
On en déduit que
" Z'cos(8’) + siN(6)

_ d’apres (2
: —2/SIN(6") 4+ cos(¢) b dapres (2)

o) scos @08 (¢') + SIN(S)

z 0)+ 0
- —zcsf)li((e))Jrsclgg(z))’SIN(e') + cos(6')

# en mettrant (1) dans (2)

(zcos(0) + SIN(F))cos(0) + (—zSIN(f) + cos(0))SIN(")
—(zc0s(8) + SIN(0))SIN(¢) + (—=zSIN(8) + cos(#))cos(¢)

# en développant

_ z(cos(#)cos(8') — sIN(F)SIN(#")) + SIN(§)cos(#') + cos(0)SIN(¢') ) ,
~ —z(SIN(A)cos(8) + cos(0)SIN()) + cos(§)cos(#) — SIN(H)SIN(6) ¢ en développant/factorisant

_ zco8(846¢') + SIN(O +0) # formule trigo
~ —zSIN(0 +¢') + cos( +0) ¢

2C0S(0 4 0') + SIN(O + ')
—2SIN(6 + 0") + cos(6 + ¢)
2. Montrer que la classe d’équivalence de ¢ ne contient qu’un seul élément.
Par définition de la classe d’équivalence :

Ainsi, 0" = 0 + ¢’ € R vérifiant 2" = ie zR2". Donc| R est transitive |.

R(i) = {2€A:2Ri}= {z CA:WeR, 2= icos(f) + SIN(0) }

—1SIN(6) + cos(0)

' _i(cos(f) — isIN(0))
= {zeA.H@eR,z— C0s(6) — isIN(d) }

= {z€A:F0eR,z=1i}

Finalement | R (i) = {i}

Exercice 4 [4 points]

x
Soit f I’application défini R = .
oit f I’application définie sur R par f(z) P

1. f est-elle injective ? Surjective ?
— Supposons f injective ie Va1, x2 € R: f(x1) = f(x2) = z1 = 2.
Soit 21, x9 € R, supposons f(z1) = f(x2). Montrons x; = z2. On a

x1 x2 ..
= & = ar définition de
f(xl) f(.?;‘g) :B%—I—l %%—i—l ﬁp f
& rirh ] — xert — 29 =0 f par simplification
<~ (.Tl *$2)(1*I21‘1) =0
S x1—20=0 ou 1—x921=0
1
& x1=m9 ou x1=—(x2#0)
Z2

1 2
Ainsi‘f est non injective | : en effet, pour 1 = 5 etxg =2,0nax; # xget f(r1) = f(x2) = 5



— Supposons f surjectiveie Vy € R,z € R: y = f(x).
Soit y € R. Cherchons x € R : y = f(x).
Si un tel x existe, alors il vérifie

X
= = = —
y=f(z) Y=3.7

& y(z®4+1)=x  §parsimplification
s yrP—r4+y=0

# par définition de f

Ceci est un polyndme du second degré (en x) dont il nous faut étudier I’existence des racines. En
particuliers, si A < 0, cette équation n’admet pas de racines, ie qu’il n’existera pas de = vérifiant
y = f(z). Résolvons donc A < 0:

(1) —4y" < 0<=y —Z>O<:>(y—§)(y+§)>0
Autrement dit, pour y > 1/2 ou y < —1/2, il n’existe pas de z € R vérifiant y = f(x). Donc
‘ f est non surjective |.

AUTRE METHODE :

Pour démontrer les deux résultats précédents, une petite représentation graphique (et 1’ utilisation du théo-
réme des valeurs intermédiaires) de f aurait trés largement aidé !

Etudions alors les variations de f, grice 2 sa dérivée

(14 22)(1) — z(22) 1—a? (1-2)(1+x)

@ =0 wp  ~0+a7 0+
Ainsi
x —00 -1 1 +00
f(x) - 0O + 0 -
f@) | % N e SN o

2. Montrer que la restriction de f a [1; +oo] est une bijection sur un intervalle de R a préciser.
En utilisant le tableau des variations de f, on constate que f est bijective sur [1; +oo[ & valeurs dans
]0; 1/2] (f strictement décroissante).

Exercice bonus 5 /3 points] Considérons I’application f € F(R,R) qui a z associe 22 :

. fR) ={f(z);r € R} =R (carVz € R: f(x) = 22 > 0)

f([=3:3]) = {f();2 € [-3;3]} = [0;9]

- [-1([9;10]) = {z € R: f(z) € [9;10]} = [-V10; =3] U [3; V/10]

S5 =3) ={z e R: f(z) € [-5; =3[} = 0 (car f(z) > 0)

Cfa(f([0:1])) = fa({f(@); 2 € [0;1]}) = fa([0:1]) = {z e R: f(z) € [0;1]} = [-1;1]
- f(FaR7)) = f({0}) = {0}
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