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Ce DS est composé de questions de cours, trois exercices indépendants et d’un exercice bonus.

Question de cours 1 [6.5 points]
Soit E,F deux ensembles, A ∈ P(E) et B ∈ P(F ). Soit f ∈ F(E;F ).

1. Définir l’image directe de A et l’image réciproque de B.
2. Démontrer que :

(a) A ⊂ f−1(f(A)), (b) f(f−1(B)) ⊂ B.

3. Donner la définition de :
(a) l’injectivité de f , (b) la surjectivité de f .

4. Démontrer que :
(a) Si f est injective, alors A = f−1(f(A)),

(b) Si f est surjective, alors f(f−1(B)) = B.

5. Considérons E = F = {−1; 0; 1}, A = {1}, B = {−1; 1} et

f : E −→ F
x 7−→ x2

(a) Donner le graphe de f .
(b) L’application f est-elle injective? Surjective?
(c) Écrire en extension les ensembles f−1(f(A)) et f(f−1(B)).

Exercice 2 [4.5 points]
On définit la relation ∝ sur N∗ par

∀(a, b) ∈ (N∗)2 : a ∝ b ⇐⇒ ∃k ∈ N∗ : b = ka.

1. Montrer que ∝ est une relation d’ordre partiel sur N∗.
2. L’ensemble ordonné (N∗;∝) possède-t-il un plus petit élément? un plus grand élément?

Indication : pour le plus grand élément, on pourra raisonner par l’absurde ...

3. Soit A = {4; 5; 6; 7; 8; 9; 10}, muni que la relation d’ordre ∝.
L’ensemble A possède-t-il un plus petit élément? Un plus grand élément?

Tournez svp→
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Exercice 3 [5 points]
Soit A = {z ∈ C : Im(z) > 0} l’ensemble des nombres complexes dont la partie imaginaire est
strictement positive. On définit la relationR sur A par :

∀(z, z′) ∈ A2 : zRz′ ⇐⇒ ∃ θ ∈ R : z′ =
zCOS(θ) + SIN(θ)

−zSIN(θ) + COS(θ)
.

1. Montrer queR est une relation d’équivalence sur A.
Indication : COS est paire, SIN impaire, et les formules trigonométriques vues en Analyse sont nos
amies ...

2. Montrer que la classe d’équivalence de i ne contient qu’un seul élément.

Exercice 4 [4 points]
Soit f l’application définie sur R par f(x) =

x

x2 + 1
.

1. f est-elle injective? Surjective?

2. Montrer que la restriction de f à [1; +∞[ est une bijection sur un intervalle de R à préciser.

Fin. ♣

Exercice bonus 5 [3 points]
Réponse exacte (+0.5pt), Pas de réponse (0pt), Réponse fausse (-0.5pt).
Aucune justification n’est demandée.
Considérons l’application f ∈ F(R,R) qui à x associe x2. Déterminer les ensembles suivants :

1. f(R)
2. f([−3; 3])

3. f−1([9; 10])

4. f−1([−5;−3[)
5. f−1(f([0; 1]))

6. f(f−1(R−))
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