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Question de cours 1 /5 points] Enoncer et démontrer

1. le Théoréme d’Euclide :
Soit (a,b) € Z*.Sia=bg+ralorsa Ab=0bAr.
Démonstration. Soit (a,b) € Z*. Supposons a = bq + r.
Alorsa =bg+1r < r=a—bg
— Un diviseur commun de a et b divise aussi bq. Donc il divise r = a — bq.
— Un diviseur commun a b et r divise également bq. Donc il divise a = bq + r.

Ainsi, les diviseurs communs a a et b sont les diviseurs commun de b et r. En particuliers, leur
pgcd est le méme.

O
2. le Théoréme de Gauss :
Soient a,b,c € Z*.Sia | bceta ANb = 1,alors a | c.

Démonstration. Soient a,b,c € Z*. Supposons a | bceta Nb = 1.

Comme pgcd(a,b) = 1 alors il existe u,v € Z tels que au + bv = 1.

On multiplie cette égalité par c pour obtenir acu + bcv = c. Mais a | acu et par hypothése a | bev
donc a divise acu + bev ie alc.

O

Exercice 2 [3 points]
Résoudre dans Z le systeme de congruences suivant :
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Commencons par la premiere équation :
r=1[6l<=3keZ:z=6k+1
Ainsi, la seconde équation s’écrit
r=3[10]<=6k+1=3[10] <= 6k=2[10] <=3k =1[5] <= k=2 [5]

Donc 3k’ € Z : k = 5k’ + 2. Ainsi x = 6k + 1 = 6(5k" + 2) + 1 = 30k" + 13.
Enfin, la derniére équation devient :

r =7[15] <= 30k +13 = 7 [15] = 30k’ = —6 [15] —= 0= —6 [15]

Ce qui est impossible ! On en conclut que ’ ce systéme n’admet pas de solutions dans Z. ‘




Exercice 3 /3 points]
Trouver tous les couples d’entiers (x;%) € (N*)? vérifiant

11z — 5y = 10
z Ay = 10.

Comme z Ay =10,onaxz = 102/, y = 10y et 2’ Ay = 1.
alors la seconde équation s’écrit

(E) 1lz — 5y =10 < 11(102') — 5(10y/) = 10 <= 112/ — 5/ =1 (E')

Comme 11 A5 = 1 et 1]1 : cette équation admet des solutions.
Cherchons une solution particuliere a cette équation.
On pourra remarquer (de par la simplicité des coefficients) que 11(1) — 5(2) = 1 donc (1,2) est une
solution particuliere de cette équation.
Admettons que nous ne le remarquions pas : alors, d’apres le théoreme de Bezout, il existe v, v € Z* tels
que

1Tu+5v =1

Pour trouver ces coefficients de Bezout, effectuons 1’algorithme d’Euclide sur 11 et 5, puis remontons-le :
11 = 512)+1 & 1=11(1)+5(-2)

11 vient donc
1=11(1) +5(=2) <=1 =11(1) — 5(2)

Ainsi (1, 2) est une solution particuliere.
Alors, I’ensemble des solutions dans Z de I’équation (E') est

{(1 +5k;2+11k), k € Z}
Donc I’ensemble des solutions dans Z de 1’équation (E) est
{(10 + 50k; 20 + 110k), k € Z}
Enfin, pour trouver les solutions dans N, il nous faut trouver I C Z tel que

> > —
{10+50k€N (:>{10+50k:_0 {k_ 1/5 — k>0

204+ 110k € N 20+ 110k >0 k>-2/11

Finalement, I’ensemble des solutions dans N de I’équation (F) est

| {(10+ 50k; 20 + 110k), k € N} |

Exercice 4 [4 points] Montrer que
Vn € N: 16 |3%t6 _5nt2 4y

Démontrons ce résultat par récurrence. Posons pour tout n € N : P, :"16 | 32716 — 5742 _4p",
Initialisation : Pourn = 0,o0n a

32nt6 _5nt2 g =35 52 =799 — 25 = 704 = 16 x 44

donc Py est vérifiée.



Hérédité : Supposons pour un n fixé que P, est vraie, ie
16 | 32716 — 57"%2 _4pn «—= Fk € Z : 320 — 572 _4n = 16k
Montrons que P, est vraie aussi, ie
16 | 32+ D46 _ 5t D42 _ g 4 1) = K € Z: 328 — 573 —4p — 4 = 16K

Pour simplifier les écritures, posons u,, = 32"16 — 572 _4n et u,1 = 32"+ — 573 —dn — 4.

Alors
Upyr = 328 53 _4p —4 # par définition
= 9(u, +5""2 +4n) — 53 —4n —4  § par jeu d’écriture
= Yu, + (9 —5)5""2 +32n — 4 # car 5713 = 5712 x 5
= Qu, +4x (5" —1)+32n # en factorisant

Par hypothése 16 | u,,, donc 16 | 9u,,. Il nous reste 2 montrer que 16 | 4 x (572 — 1) + 32n.
On a 32n = 16 x 2n donc 16 | 32n.
Pour montrer que 16 | 4 x (5"+2 — 1), travaillons par congruences

5=1[4] <= 5" =14 < 5""2 - 1=0[4]

Ainsi 4|52 — 1. Tl en résulte que 16 | 4(5"+2 — 1).
On a donc 16 | 9u,, 16 | 32n et 16 | 4(5""2 — 1) : finalement 16 | u,, 1. Py, 11 est donc vérifiée.

Conclusion : |pourtoutn € N: 16 | 3276 — 5742 _ 4p |

Q.C.M. 5 [5 points] Réponse exacte (+0.25pt), Pas de réponse (0pt), Réponse fausse (-0.25pt).
Parmi les propositions suivantes, lesquelles sont vraies et lesquelles sont fausses ?

1. Soitn € N.

A - Sin estdivisible par 4, alors n a au moins 4 diviseurs.
FAUX : 4 n’a que 3 diviseurs (1, 2 et 4)

B - Sin estdivisible par 8, alors n a au moins 4 diviseurs.
VRALI : 8 ayant 4 diviseurs (1, 2, 4 et 8), si 8|n alors n a au moins ces 4 diviseurs

C - Sin aaumoins 3 diviseurs, alors n n’est pas premier.
VRALI : par définition, un nombre premier a exactement 2 diviseurs distincts (1 et lui-méme)

D - Sin aaumoins 3 diviseurs, alors n est pair.
FAUX n = 15 a au moins 3 diviseurs (1,3, 5, 15) et n’est pas pair.

E - Sin est pair, alors n a au moins 3 diviseurs.
FAUX n = 2 est pair et n’a que 2 diviseurs (1 et 2)

2. Soitx,y € Ntelsquex Ay = 1.
A - Lesentiers z + y et x — y sont premiers entre eux.
FAUX z = 17ety =3,alorsz Ay =1, (z+y)A(zr —y) =20N14=2#1
B - Les entiers x + 2y et 2z + y sont premiers entre eux
FAUX z =1lety=17,alorsz Ay =1let (x +2y) A 2z +y) =45A39 =3 # 1.
C - Les entiers xy et x + y sont premiers entre eux.
VRAI (z+y)ANz=(z+y) ANy=1dou(z+y) Azy=1
D - Les entiers 2y et 23> sont premiers entre eux.
FAUX 7z =2ety =3,alorsz Ay =1, 22y Azy? =12A18 =6 £ 1
Rq. 22y A zy? = zy(z A y) = 2y



E - Les entiers x et y sont chacun premiers avec x + y et avec  — .
VRAI (z+y) ANz =(x4+y) ANy=(z—y)Az=(xr—y)Ay=1

3. Soit P € R[X] un polyndme non nul a coefficients réels, d € N.

A - Sideg(P) = d, alors le degré de P estd — 1.
FAUX P = 5 alors P’ = 0, donc deg(P) = 0 et deg(P') = —o0.

B - Sideg(P) = d, alors le degré de P(X?) est 2d.
VRAI deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q) si Q # 0.

C- Sideg(P) = d, alors le degré de X?P(X + 2) estd + 2.
VRAI deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

D - Sideg(P) = 2, alors le degré de X2 + P est 2.
FAUX P = — X% + X alors X?> + P = X etdeg(X) =1 # 2.

E- Sideg(P) = 4, alors le degré de X2 + P est 4.
VRAI deg(P + Q) = maz{deg(P), deg(Q)} ssi deg(P) et deg(()) sont distincts.

4. Soit P, @ € R[X] deux polyndmes non nuls a coefficients réels.

A- deg(P + Q) = deg(P) + deg(Q).
FAUXP=X+1,Q =—X + 1. Alors deg(P + Q) = 0 # deg(P) + deg(Q) = 2

B- deg(P+ Q) =deg(P)oudeg(P+ Q) = deg(Q).
FAUXP=X+1,Q =—-X + 1. Alors deg(P + Q) = 0 # deg(P) = deg(Q) = 1

C- deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
VRAI

D- deg(PQ') = deg(P'Q)
FAUX P =1,Q = X. Alors P/ = 0,Q" = 1. Ainsi deg(PQ’) = deg(1) = 0 # deg(P'Q) =
deg(0) = —o0.

E- Le degré de P(X?)Q(X?) est le double de la somme des degrés de P et de @
VRAI R = X2 Alors deg(P(X?)Q(X?)) = deg((P o R)(Q o R)) = deg((PQ) o R) =
(deg(P) + deg(Q)) x deg(R) = 2(deg(P) + deg(Q))

Exercice bonus 6 [2 points]
Montrer que 17 | 2 (106 — 1).
Procédons par étape :

10=10[17] < 102 =100=15[17] < (10%) = (-2)[17]
& (102)* = (-2)417] < 10® = 16[17]
=

(10%)2 = (—1)%[17] <« 10'¢ =1[17]

Ainsi 10'® — 1 = 0[17]. Finalement | 2(10%6 — 1) = 0[17] ie 17 | 2 (10'® — 1)

Remarque. On pouvait également utiliser le petit Théoreme de Fermat (tombé [’an passé au DS3) :
Soit p un nombre premier; et n € N. Si p ne divise pas n, alors n"?~* = 1[p].
17 est premier, 17 ne divise pas 10 : donc 10*¢ = 1[17] ...



