EISTI

CORRECTION DS2
ﬁ\izlr?\ationale
G Teattoment Matiere : Algebre
de Mnformation Date : 06/12/2019
Responsable : Barrau Nelly

Année universitaire 2019-2020
PREPAL1 - Pau

Exercice 1 [3 points] Questions de cours Réponse exacte/fausse (+ 0.75pt), Pas de réponse (Opt).
1. Soit E, F' deux ensembles, A € P(E) et B € P(F). Soit f € F(E; F).
(a) Définir I'image directe de A et I’'image réciproque de B.

fLA)={ye F |3z ecA:y= f(A)} f1(B) ={z € E| f(x) € B}
(b) Donner la définition de la bijectivité de f.

VYye F,alx e E:y= f(x).

2. Soit E un ensemble et R une relation binaire sur F.
Quelle(s) propriété(s) doit vérifier R pour étre une relation d’ordre sur £ ?
‘R est une relation d’ordre sur E si et seulement R est réflexive, antisymétrique et transitive sur E.

3. Soit z € C.
(a) Démontrer Re(z) < |Re(z)| < |z|.
OnaRe(z) < |Re(z) | de maniere évidente (propriété de | - |).
Pour montrer que |Re(z)| < |z|, on pose z = x + iy. Comme x? < 2% + 32, il vient

[Re (2) [ < 2

(b) Donner la formule de Moivre.
Soitt € R, n € Z. Alors  (cost + isint)" = cos (nt) + i sin (nt)

(c) Donner les formules d’Euler. . . . .
X2 —1 o —1
Soitt € R. Alors cost = %, sint = & 2,6

7

Exercice 2 [3 points] Relation d’équivalence sur C
On définit sur C la relation R par :

Y(z,2) € C?: 2R & |z = ||

1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur C.
‘R est une relation d’équivalence sur C si et seulement si
— Restréflexivesur CieVz € C: zRz.
Soit z € C. Par définition de R
2Rz < |z| = |2|

Or |z| = |#] est toujours vraie, donc R est réflexive sur C.
— Restsymétrique sur Cie Vz,2' € C: 2Rz = 2/Rz.
Soit z, 2’ € C. Supposons zRz’, montrons que 2’Rz. On a

2Rz < |z| = || fpardéf.de R
<= |2'| =|2| 4 par propriété du module et symétrie de
<= 2Rz fpardéf.de R

Donc R est symétrique sur C.



— TResttransitive sur Cie Vz,2/,2” € C: (2R2 et 2/R2") = 2R2".
Soit z, 2/, 2" € C. Supposons 2Rz’ et z'Rz", montrons que zRz". On a

2RZ et Z'R2" <= |z| = || et |Z/| = |2"| f#pardéf.de R
< |z| =[] # par propriété du module et transitivité de =
— 2Rz f par déf. de R

Donc R est transitive sur C.
Finalement R est une relation d’équivalence sur C

2. Déterminer la classe d’équivalence de z = 1 — 21.

Exercice 3 /3 points] Relation C
Soit z, 2" € C tels que |z| < 1 et |2/| < 1. Montrer que

/
z—z
<1

11—z

— On montre d’abord que 1’expression proposée a bien un sens, ie que la fraction donnée existe (le dénomi-
nateur ne doit jamais s’annuler) :
On a pour tout (z, 2') € C? vérifiant |z| < Let |2/| < 1:

1-z=0&ez=1=z|/|=z/|=1

exclu (car |z||2’| < 1) ce qui montrer que 1 — Zz" # 0. L’expression proposée a bien un sens.
— Démontrons le résultat : on a pour tout (2, 2’) € C? vérifiant |z| < let|2/| < 1:

z—2

15| < 1 = |z-72|<|1-%Z # module strictement positif
= |z—-2P<1-%]? # élévation au carré
— (z-2z—-2)<(1-z)1-z) # déf. du module
= (z-2)zZ-7)<(1-2z)(1-2z) # ppté du conjugué
= 22— -2+ 7Y <1 -7 — 22 + %227 4 développement
= 1+ 22— 22 = 7> >0 # simplification et ppté du module
— (1-zP1 -] >0 # factorisation

Or, comme |z| < 1 et |z/| < 1, la derniere inégalité est donc toujours vérifiée. Finalement :

z— 2
< 1.

1-—-zz2

Exercice 4 [5 points] Application
Soit E, F' deux ensembles. Considérons la relation

f+F — F
(z,y) — (1-2%y®+2)
1. Supposons E = F = R2,

(a) Justifier que f est une application bien définie.
Pour tout (z,y) € R?, 1 — 2% € Rexiste et y> + 2 € R existe. Ainsi f est une application bien définie.

(b) Montrer que f n’est pas injective : 3(x, y), (z',9/) € R?: f(x,y) = f(z',y) et (x,y) # (2, 9).
Prenons par exemple (z,y) = (—1,0) et (2/,3) = (1,0) Alors

(_170) # (170) et f(—l,O) = (07 2) = f(170)

f n’est donc pas injective sur R



(c) Montrer que f n’est pas surjective : 3(X,Y) € R?, V(z,y) € R*: (X,Y) # f(z,v).
Prenons par exemple (X,Y) = (2,0). Il n’existe pas d’antécédent (,y) € R? tel que

flr,y) = (X,Y) <= (1-224y?>+2)=(2,0) fpardef. def
= (%9 =(-1,-2) # par simplification

Ce résultat n’est pas possible pour x, yR. f n’est donc pas surjective sur R?.
2. Supposons E =Rt x R~ et F =] — 00, 1] x [2, +00].
(a) Montrer que f est bijective.
— Montrons que f estinjective sur E : V(z,y), (2/,y') € E: f(z,y) = f(2',y) = (z,y) = (2, ¢).
Soit (z,y), (¢/,y') € RT x R™ ie x,2’ € Rt ety,y € R™. Supposons f(z,y) = f(a',y).
Montrons (z,y) = (z',3'). On a

flz,y) = f(ay) = (1-2%y* +2) = (1 -2y? +2) ¢ par déf. de f
22 =2"ety?=y"? # par simplification
— (z=2"oux=—-2")et (y=y ouy=—y') 4 parrésolution

orz,2’ € RT donc —2' € R™ ie x # —2’' (sauf en z = 0). De méme y,3’ € R~ donc —y’ € R™
ie y # —y (sauf en y = 0). Ainsi

flay)=f'y)=c=a"ety=y

f est bien injective sur F.
— Montrons que f est surjective sur F': V(X,Y) € F': J(x,y) € E: (X,Y) = f(z,y)
Soit (X,Y) €] — 00,1 x [2,+00[ie X €] —o0,1] et Y € [2,400]. Cherchons (z,y) € E ie
reRT ety e R telsque (X,Y) = f(z,9).
Siun tel (z,y) existe, alors il doit vérifier

(X,Y) = f(z,y) & (X,Y)=(1-2%y>+2) # par def. de f
& X=1-2%eY =y>+2 # par identification
& 22=1-Xety? =Y -2 # par simpl. et (X,Y") €] — 00, 1] x [2, +00[
& r=vV1-Xety=—VY —2 fcar(z,y) € RT x R™
Ainsi, (z,y) existe (et est unique). Donc f est surjective sur F.
Finalement, f est bijective de E' dans F'.
(b) Déterminer I’application réciproque de f.
Comme f est bijective, f~! existe et est définie par
f''F — E
(z,y) — V1-z—Vy—2)

Exercice 5 [4 points] Résolution d’équations dans C

1. Résoudre dans C :
(E1) 2%+ (=1+42i)z+1+5i = 0.
1l s’agit d’un polyndme du second degré, a coefficient complexes a = 1;0 = —1 + 2ietc =1+ 5.
Son discriminant vaut A = b* — 4ac = (=1 4 2i)% — 4(1)(1 + 5i) = —7 — 243 € C.
On cherche § = x + iy (avec z,y € R) tel que

Re(6?) = Re(A) w2 —y? = -7 5. — —34di
P =A== Im(6%) = Im(A) < 2y = —24 <:>{ 51 B 5 =3 4
62 = 16> = |A] 2?+y* = 25 2 T TamemA
Finalement, (E;) admet deux racines :
—b+46 —b—4¢
PO L S S 2o = L—9_ 3.
2a 2a



2. On cherche a résoudre dans C :
(By) 2% =224+ (5+7i)z+10 —2i = 0.

(a) Montrer que 2: est une solution de (Es).
On a

(20)% — (20)2 + (54 7i)(2i) + 10 — 2i = —8i — (—4) + (10i — 14) + 10— 2i = 0

(b) En déduire une factorisation de (F5) de la forme (z — 27) P(z) ol P est un polyndme du second degré
a coefficient complexes d’inconnue z.
Comme 2i est solution de (Fs) (d’apres (a)), (E2) peut se factoriser :

23— 22+ (54+T)2+10 —2i = (2 — 2i)(az® + bz + ¢)
ou a, b, c € C sont a déterminer. En développant, il vient :
(z — 2i)(az® 4+ bz + ¢) = az® + (b — 2ai)2* 4 (¢ — 2bi)z + (—2ci)
Par identification avec (F5), on a

a = 1

b=2ai = -l = CIL) _ 1—1—1—22'
c—2i = 547Ti - i
% = 10-2i - !

Ainsi, (E») se factorise de la maniére suivante (z — 2i)(2? + (=1 4 2i)z 4+ 1 + 5i) = 0.

(c) Donner toutes les solutions de (Es).
En utilisant 1. et 2(a), (E2) admet finalement 3 racines S = {2i; —1 +¢;2 — 3i} .

Exercice 6 Bonus [2 points]

Soit A = [—2, 1]. Considérons I’application
f'R — R
r — 1-—222
Déterminer
L f(4) = [-7:1) 2 () = -5 3. sup fa) =1 4 inf f(z) = -
1S x



