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Exercice 1.

1.OnaV ={a-(4,2,1,0)+b-(0,0,0,1), (a,b) € R?} = vect((4,2,1,0),(0,0,0,1)).
Ainsi, V est un sous-espace vectoriel de R?* : c’est le sous-espace vectoriel de R* engendré par la famille
((4,2,1,0),(0,0,0,1)).

Montrons que W est un sous-espace vectoriel de R* :

On a: (0,0,0,0) e W.

Soit X = (z,y,2,t) et X' = (2/,y, 2/, t') deux vecteurs de W et soit A € R. Montrons que A- X + X' € W.
Comme (X, X')eW? onaz+z=y+teta' +2 =y +t.

Onal\ - X+X' =0Qz+a y+y, A2+ 2, At +1) avec :

Az +a2)+ Az +2) =AMz +2)+ (@ +2)=Ay+t) + @ +1) = Qy+y) + (M +1).
Ainsi, A\- X + X' e W.

2. Par définition de V, la famille ((4,2,1,0),(0,0,0,1)) en est une famille génératrice, de plus, cette famille
est libre; c’est donc une base de V, et dim(V') = 2.

Cherchons une base de W :
Soit X = (x,y,2,t) € W,alors x + z =y +¢ d’ot x = y + ¢t — 2, alors

X:(y—Ft—Z,y,Z,t):y(1,1,0,0)-'—2’(—170,1,0)+t(1,0,0,1)

0,1)).

Ainsi, W C vect((1,1,0,0),(—1,0,1,0), (1,0,
( 1,0) € W et (1,0,0,1) € W, d’ou

7(7
Réciproquement, (1,1,0,0) € W, (-1,0,1,
W = vect((1,1,0,0), (~1,0,1,0), (1,0,0,1)).

Montrons que la famille ((1,1,0,0),(-1,0,1,0),(1,0,0,1)) est libre :

Soit (a, b, c) € R? tel que a-(1,1,0,0)+b-(—1,0,1,0)+c-(1,0,0,1) = 0, alors (a—b+c, a,b,c) = (0,0,0,0)
dota=b=c=0.

On déduit que la famille ((1,1,0,0),(—1,0,1,0),(1,0,0,1)) est une base de W, et dim(W) = 3.

Cherchons une base de VW :

Soit X = (z,y,2,t) eVNW :

e XecV=x=4zety=2z

e XcW=z=y+t—=z

On obtient ainsi 4z = 2z + ¢ — z, d'ou t = 3z et X = (42,22,2,32) = z - (4,2,1,3), on déduit que
VW Cvect((4,2,1,3)). Réciproquement, (4,2,1,3) € VN W, ainsi VN W = vect((4,2,1,3)).

Le vecteur (4,2, 1,3) forme donc une base de VNW, et dim(V NW) = 1.

3. On a dim(V + W) =dim(V) + dim(W) —dim(VNW)=2+3-1=4.
V + W est donc un sous-espace vectoriel de R%, de dimension 4. On en déduit que V + W = R*.

Exercice 2.

1. On a clairement 0 € G.
Soit (P,Q) € G? et A € R. Montrons que - P+ Q € G.
Comme (P, Q) € G2, alors P(1) = P'(1) = Q(1) = Q'(1) = 0, d’ou :
A-P+Q@Q)1)=AP(1)+Q(1)=0et (A\-P+Q)' (1) =AP'(1)+ Q'(1) =0. Ainsi, \- P+ Q € G.



2. Cherchons une base de G (afin de calculer la dimension de G) :
Soit P € G, alors P(1) = P’(1) = 0, alors 1 est une racine au moins double de P, donc P est divisible
par (X — 1)2. Ainsi, il existe Q € R[X] tel que P = (X — 1)?Q, avec deg(Q) < 1 car deg(P) < 3.
Le polynome @ s’écrit alors a+bX avec (a,b) € R?, d’ou P = (X —1)?(aX +b) = aX (X —1)?+b(X —1)2.
On en déduit que G C vect((X (X —1)2, (X —1)?).
Réciproquement, X (X —1)2 € G et (X — 1) € G car ces deux polyndmes sont divisibles par (X — 1)2.,
d’ou

G = vect((X (X — 1)%,(X — 1)%)).

De plus, la famille ((X (X —1)2, (X —1)?) est libre (famille de polynémes non nuls de degrés deux & deux
distincts), c’est donc une base de G et dim(G) = 2.

Montrons maintenant que la famille ((X — 1)%, (X — 1)3) est une base de G :

On a clairement (X —1)? € G et (X — 1) € G car ces deux polynomes sont divisibles par (X — 1)2.
La famille (X —1)2,(X — 1)) est donc une famille libre (degrés distincts) de deux vecteurs de G, et
comme G est de dimension 2, on en déduit qu’il s’agit d’une base de G.

3. Comme F est de dimension 2, il suffit de remarquer que la famille (1, X — 1) est une famille libre de
vecteurs F', ce qui est clair (degrés distincts).

4. 11 suffit de vérifier deux parmi les trois conditions suivantes :
e dim(F) + dim(G) = dim(R3[X])
o '+ G =R3[X]
e NG ={0}

En effet :

e On a dim(F) 4+ dim(G) = 2 + 2 = 4 = dim(R3[X]).
. FJrG:vect(l,Xfl)vaect(( — 12 (X - 1)) =vect(1, X — 1,(X —1)2,(X — 1)3) = R3[X]

car la famille (1, X —1,(X —1)2,(X —1)?) est une famille libre contenant 4 vecteurs dans R3[X] qui est
de dimension 4, elle engendre donc Rg [X].

e Soit P € FNG, alors il existe (a,b,c,d) € R* tel que P = a+b(X —1) et P = ¢(X —1)2+d(X —1)3, ainsi
a+b(X—1)—e(X-1)2—d(X—-1)> =0,dota =b=c=d=0carlafamille (1, X —1, (X —1)2, (X —1)3)
est libre. On en déduit que P = 0.

n cherche (a,0,c,a) € tel que P =a + +c + - , d’ou
On cherch b,c,d) € R* tel P b(X — X —1)24+d(X —1)3, &
1+ X+ X+ X =(a—b+c—d)+ (b—2c+3d)X + (c — 3d)X? + dX>.

D’ou le systéme

c—3d=1 c=4
~

b—2c+3d=1 b=2©6

a—b+c—d=1 a=4

On déduit que
I+ X4+ X2+ X3 =44+6(X —1)+4(X - 12+ (X —1)3

(b) De la question précédente, on déduit directement que P = P; + P» avec :
eP =4+6(X-1)€F
o Py =4(X — 1) F(X—1Peaq.

Exercice 3.

1. 1l faut que rg(.#) +rg(F’) < 3.
On prend par exemple .# la famille formée par le vecteur (1,0,0) et %’ la famille formée par le vecteur
(0,1,0).
On a clairement vect(.#) Nvect(F') = {0} mais vect(.F#) + vect(.#') = vect((1,0,0),(0,1,0)) # R3.



2. 1l faut que vect(F) Nvect(F') # {0}.
On prend par exemple .# = ((1,0,0),(0,1,0)) et Z#' = ((0,1,0),(0,0,1)).
On a vect(F)+vect(F') = vect((1,0,0), (0,1, O) (0,0,1)) = R3 mais vect(.#)Nvect(F') = vect((0,1,0)).
3. On prend .Z = ((1,0,0),(0,1,0)) et F' = ((0,0,1)).
On a dim(vect(F#)) + dim(vect(F’ )) =1g(F)+1g(F') =2+ 1 =3 = dim(R?) et vect(.F) + vect(F') =
vect((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) = R3, ainsi vect(.F) et vect(.#’) sont supplémentaires dans R3.

Exercice 4.

1.(a) On a F & G = vect(uy, -+ ,Up) + vect(vy, - ,vn) = vect(us, -+ ,Um, V1, - ,Uy), ainsi, la famille
(w1, yUm,v1, -+ ,V,) engendre F & G.
Montrons que cette famille est libre :
Soit (A1, s Amy 1, 5 ) € K™ tel que Ajug + - -+ + Ay, + 101 + -+ - + vy, = 0. On a alors

Aty + - Ay = —(pvr + -+ pavn) € FNG = {0},

eF eqG
On en déduit que Ajuj + -+ + Apuy =0 et o1 + -+ - + ppv, = 0; comme les familles (uq, -+, um,)
et (v1,---,vy,) sont libres, on déduit que \y =--- =X\, = p1 =+ = pp, = 0.
Ainsi, la famille (w1, , Um,v1, -+ ,vn) est libre. C’est donc une base de FF & G.

(b) Dans la question précédente, on a trouvé une base de F'® G contenant m +n vecteurs. On déduit que
dim(F & G) = m+n = dim(F) 4+ dim(G).

C’est la formule de Grassmann dans le cas o F et G sont en somme directe (car F'NG = {0}).
2.(a) Ona: F=(FNG)® H, dou

dim(F) =dim((FNG) ® H) = dim(F N G) + dim(H)

car NG et H sont en somme directe (on peut donc appliquer le résultat de la question 1).

(b) Comme G est un sous-espace vectoriel de E, et G C F + G, alors G est un sous-espace vectoriel de
F+G.
Comme H est un sous-espace vectoriel de F', et H C F' C F'+ G, alors H est un sous-espace vectoriel
de F 4+ G.

(c) Montrons que G N H = {0}.
Soit z € GNH. Comme H C F, alors x € F, ainsi, x € Het x € FNG, or H et FFNG sont en
somme directe, d’ot x = 0.
Ou : comme H C F,alors GNH C (FNG)N H = {0}. Ainsi, GN H = {0}.

(d) G et H étant des sous-espaces vectoriels de F'+G,ona: G+ H C F+G.
Réciproquement, montrons que F + G C G + H.
Soit x € F 4 G, alors il existe (y,2) € F X G tel que © =y + z.
Or F=(FNG)+ H; comme y € F, alors il existe (¢t,u) € (FNG) x H tel que y =t + u.
Ainsiz=z+t+uavecz€ G, t € FNG C Getue H. Dou

r=z+t+ u €G+ H.
€G  €H
(e) Des deux questions précédentes, on déduit que G et H sont supplémentaires dans F + G, autrement
dit: F+G=G& H.
(f) Comme G et H sont en somme directe, d’aprés la question 1, on a dim(G ® H) = dim(G) + dim(H).
D’autre part, d’aprés la question 2a, on a dim(H) = dim(F) — dim(F N G).
Ainsi,
dim(F + G) = dim(G @ H)
= dim(G) + dim(H)
= dim(G) + dim(F) — dim(F N G)



