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Corrigé DS6 Algebre (17/05/2019)

Exercice 1.

1. Soit A € Ret X = (z,y,2) et X’ = (2/,y,2) deux vecteurs de R?. On a :

FOX +X) = F\r9,2) + (4, 2)

=fx+a2" Ay+y, Az +2)

=2z +2) - My+y)— e+ ), a+2 +dy+y — (A2 +2),30z +2") =3y +y) — (A2 +2"))
Qr—y—z,x+y—231r—-3y—2)+ 22 —y -2, 2" +y — 2,32 -3y — %)
F00) + F(X)

donc f est linéaire.
2. Soit X = (v,y,2) €R3. On a :

2c —y—2=0
XeKe(f)e f(X)=0p e {zt+y—2=0
3r—3y—2=0

On résout ce systéme linéaire homogéne par ’algorithme de Gauss en échelonnant sa matrice :

2 -1 -1 11 -1 1 1 -1 1 1 -1
1 1 -1|~f{2 -1 -1|~f0 -3 1 |~|0 =3 1
3 -3 -1 3 -3 -1 0 -6 2 0 O 0

en faisant successivement les opérations Iy <> lo,(lo «— lo — 211 et I3 +— I3 — 3ly) puis I3 «— I3 — 2I5.
Ainsi,

— = = 2

XEKer(f)@{x—’—y #=0 @{x 4

—3y+2z=0 z =3y
On en déduit que X = y(2,1, 3) donc Ker(f) C vect((2,1, 3)). Réciproquement, f(2,1,3) = (0,0,0) d’ou

Ker(f) = vect((2,1,3)) de dimension 1.
Par le théoréme du rang, on déduit que Im(f) est de dimension 2. Deux vecteurs linéairement indé-

pendants de Im(f) en forment une base. Par exemple, f(1,0,0) = (2,1,3) et f(0,1,0) = (-1,1,-3).
Ainsi

Im(f) = vect((2,1,3),(—1,1,—3)) de dimension 2.

3. Comme (2,1, 3) € Im(f), alors vect((2,1,3)) C Im(f), ainsi Ker(f) C Im(f).

4. Comme Ker(f) C Im(f), alors Ker(f) NIm(f) = Ker(f) # {0}, ainsi Ker(f) et Im(f) ne sont pas en
somme directe. Ils ne sont donc pas supplémentaires dans R3.

5. (a) Comme F = Ker(f — 2 Id) est le noyau de ’endomorphisme f — 2 Id de R3, on déduit que c’est un
sous-espace vectoriel de R3.
Déterminons-en une base.
Soit X = (z,7,2) € R3. On a :

2t —y—z2 =2z —y—2=0 _

XeFe (f2Id)(X)=0& f(X)=2Xozt+ty—2=2 Sqrx—y—2z=0 {x—
z=—
3x —3y — 2 =2z 3r—3y—32=0 Y



On en déduit que X = y(0,1, —1) donc F' C vect((0,1,—1)). Réciproquement, f(0,1,—1) = 2(0,1, —1)
donc (0,1,—1) € F, d’ou

F = vect((0,1,—1)) de dimension 1.
(b) 11 suffit de montrer que (0,1, —1) € Im(f), donc qu’il existe (o, 3) € R? tel que
(0,1,-1) = a(2,1,3) + B(—1,1, -3).
On trouve @ = 1/3 et § = 2/3. Ainsi, (0,1,—1) € Im(f), d’oa F = vect((0,1,—1)) C Im(f).

Deuxiéme méthode : X € F = f(X)=2X = X = f(3X) € Im(f). Ainsi F C Im(f).

(c) D’apreés les questions (3) et (5b), on sait que Ker(f) et F' sont des sous-espaces vectoriels de Im(f).
De plus :
o dim(Ker(f)) + dim(F) =1+ 1 =2 = dim(Im(f))
o F'nKer(f) = {0} car les deux vecteurs (2,1,3) et (0,1, —1) ne sont pas colinéaires.
On en déduit que F et Ker(f) sont supplémentaires dans Im(f).

Exercice 2.

1. Théoréme du rang : si F est un K-espace vectoriel de dimension finie, et © un endomorphisme de F, alors
dim(E) = dim(Ker(u)) + rg(u)

ou rg(u) = dim(Im(u)).
2. (a) Soit y € Im(g o f), alors il existe z € E tel que y = (go f)(x) = g(f(x)), ainsi = € Im(g)
(car il existe 2’ = f(z) € E avec z = g(a’).
On déduit que Im(g o f) C Im(g).

(b) Soit x € Ker(f), alors f(x) =0, alors (go f)(z) = g(f(z)) = g(0) =0, ainsi = € Ker(g o f).
On déduit que Ker(f) C Ker(go f).
3. e Comme Im(g o f) C Im(g), alors
rg(go f) < rg(g). (1)

e D’autre part, comme Ker(f) C Ker(g o f), alors dim(Ker(f)) < dim(Ker(g o f)).
En utilisant théoréme du rang pour les endomorphismes f et g o f, on obtient :
dim(E) — rg(f) < dim(E) — rg(g o f), ainsi

rg(go f) <rg(f). (2)

e Les deux inégalités (1) et (2) donnent alors

rg(g o f) < min(rg(g),rg(f))-

Exercice 3.
Partie I : Généralités

1. Si P € GL,(R), alors il est clair que P~! est un pseudo-inverse de P, en effet :

PP 'Pp=p plPpl=p7' pPlP=PP'=1.

2. La matrice PUP~! est un pseudo-inverse de la matrice PBP ™!, en effet, par associativité du produit
matriciel :

13 13
— =
e (PBP~YY(PUP Y (PBPY)=PBP 'PUP 'PBP'=PBUB)P~!=PBP!
o (PUP~YH(PBP Y (PUP™Y) = P(UBU)P~' = PUP~!
o (PUP~Y(PBP')=P(UB)P~! = P(BU)P~! = (PBP~)(PUP™).



3.(a) Ona: AUAU' = (AUA)U' = AU'.

D’autre part, AUAU’ = (AU)(AU') = (UA)(U'A) = U(AU'A) = UA.
Ainsi AU' = UA.

(b) Comme AU’ = UA, en multipliant par U a droite, on obtient AU'U = U AU, or
e UAU =U
e AU'U = (AU")U = (U'A)U =U'(AU)=U(UA) =U'(AU") =U'
d’ott U = U’. On en déduit 'unicité du pseudo-inverse.

(c) On a: (AU)? = (AU)(AU) = A(UAU) = AU.

Partie II : Exemple de calcul d’un pseudo-inverse
1. On a:

1 0 1 1 0 1 1 0
A=12 3 1| ~[(0 1 1|~{0 1 1
2 0 2 2 0 0 O
en faisant d’abord les opérations lo «— Iy — 2l et I3 +— I3 — 3lq, puis I'opération I3 «— I3 — 2Is.
On déduit que le rang de A est 2.
Comme rg(A) # 3, on déduit que A n’est pas inversible.
2. On a:
01 1 1 0 0 1 2 -1 0 1 0 1 2
12 -1010)~101 1 1T 0O0|~(01
23 1 0 01 23 1 0 01 0 0
en faisant successivement les opérations : I; «— I, I3 «— I3 — 211 + [5.
(Remarque : cette derniére opération est la suite des deux opérations Il «— I3 — 2y puis I3 +— I3 + l3).
On remarque que P est de rang 3, elle est donc inversible. On continue 1’algorithme pour trouver P~* :

12 -1 0 1 0 1 20 1/4 1/2 1/4 1 00 —5/4 —1/2 3/4
~lo1 1 1 0 o0]~[010 34 1/2 -1/4|~[0 1 0 3/4 1/2 -1/4
00 1 1/4 —1/2 1/4 00 1 1/4 —1/2 1/4 00 1 1/4 -1/2 1/4

en faisant successivement les opérations :
I3 +— ilg, (ll — i +lzetly+— 1y — l3), et enfin l; «— 1 — 2Is.
Ainsi
—5/4 —1/2 3/4 L[5 2 3
Pt=|3/4 1/2 -1/4)=-(3 2 -1
14 —12 1/4) *\1 —2 1

3. (a) Par produit matriciel, on obtient :

A =P tAP =

S = W
o O O

5
3
0

(b) A = (? g) Inversons la matrice A; par algorithme de Gauss :

356 1.0\ (1 5/3 1/3 0 (1 5/3 1/3 0
1 3 0 1 1 3 0 1 0 4/3 -1/3 1
1 5/3 1/3 0 1 0 3/4 -5/4
0 1 —1/4 3/4 0 1 —-1/4 3/4
en faisant successivement les opérations :
ll < %ll, l2 < lg — ll, lg — %lg et ll — ll — %ZQ

On déduit que
Al 3/4 —=5/4\ 1.3 -5
L7 \=-1/4 3/4 ) 4\-1 3 )°



3 =5 0
1
(c) On pose U’ = 1 —1 3 0. On vérifie par calcul que A'U'A" = A', U'AU" = U’ et que
0 0 O
A'U' = U'A’. Ainsi U’ est le pseudo-inverse de A’.
(d) Comme U’ est le pseudo-inverse de A’, alors PU'P~1! est le pseudo-inverse de A = PA’P~1.
Le pseudo-inverse de A est donc

1 7T 4 =3
-9 —4 5



