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Corrigé DS1 Algebre (13/10/2017)

Exercice 1.

LA[(P=Q)=Rl«<[(P=Q VR &[PAQ)VER]&[(PVR)AQVR)
B:[(P/\Q)éR]@[(P/\Q)\/ R] & [P VR
C:[P=(Q=R)]&[PV(Q=R)]<[PVQVRE]

D:[(P=R)N(Q= R)] = [(PVR) (QV R)
Ainsi, seules les propositions B et C' sont équivalentes.
2. La négation de : ¥(a, b, c) € N3, ( [3(q1,q2) € N2 (a=bqy et b= cq)] = [Fq3 € N,a = cq3] ) est

3(a, b, c) € N3, (B(q1,q2) € N2, (a =bq1 et b=cq2)] A [Vg3 € N,a # cg3) ) .

Exercice 2.

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n non nul : 13 +23 4 .- +nd3 = (1 +2+--- + n)2.
1

Rappelons d’abord que pour n e N*, 1 +24 ...+ n = n(nT—i—) (%)

Initialisation : Pour n = 1, on a bien 1% = 12

Héreédité : Soit n € N*. Supposons que 13 +23 + ... +n3 = (1 +2+---+n)? et montrons que

B2+ 0¥+ n+1)3 =042+ +n+(n+1)%

En effet :
PB+28 4+ 403+ (n+1)>° =uﬁ+?+ 3H%n+D
=(1+2+- ) +(n+1)3 par I'hypothése de récurrence
- % e+ 1) par (4
=(n+1)? 712—&—71—1—1)
(1) n2+in+4

(n+1)2%(n +2)?

:(1+2+4---+n+(n+1))2 par (x)

Conclusion : Pour tout entier naturel » non nul, on a : 13423 ... 4+ n% = (1 4+ 2+ --- +n)2

Exercice 3.
1. Montrons que ANB=ANC & A~ B= A~ C. Autrement dit, que :

ANB=ANC< AnB=AnC.

=)

Supposons que AN B = AN C, et montrons (par double inclusion) que ANB =ANC.

Soit a € AN B, alors a € A et a ¢ B.

Montrons que a € AN C. Par I'absurde, si a € C, alors a € ANC = AN B, alors a € B. Contradiction.
Donca ¢ C, dotta€ ANC.

Conclusion : ANBcC AnC.

L’autre inclusion se montre de la méme facon, en échangeant les roles de B et C.

<)
On utilise le résultat de la premiére implication, en remplagant B par . B et C par C. Autrement dit :
si ANB = AN C alors d’aprés la premiére implication ANB = ANC, dot ANB=ANC.



2. (a) Soit E l'ensemble de l’alphabet, A = {a,b,c}, B = {a} et C = {a,d}.
On abien AN B=A~NC={b,c} et B#C.
(b) Soit E l'ensemble de lalphabet, A = {a,b,c}, B = {a,d} et C' = {b,d}.
Onabien BNA=C~A={d} et B#C.

(¢) Supposons que (AN B=ANC et B\ A=C\ A) et montrons, par double inclusion, que B = C.

Soit a € B, montrons que a € C. Raisonnons par disjonction des cas.

Casl:a€ A alorsa € ANB = ANC (car I'égalité AN B = A\ C est équivalente 8 ANB = ANC,
d’apres (1)), alors a € C.

Cas2:a¢ A alorsa€e BNA=C\ A, alorsa € C.

Dans les deux cas, on a bien a € C. D’ou B C C.

L’inclusion C' C B se montre de la méme fagon, en échangeant les roles de B et C.

Exercice 4.

1. Supposons que B~ C C Aet C ~ D C A et montrons que B~ D C A.

Soit @ € B\ D, donc a € B et a ¢ D. Montrons que a € A. Raisonnons par disjonction des cas :
Casl:a€C,alorsac C~DCA,alorsacA.

Cas2:a¢ C,alorsae BNC C A, alors a € A.

Dans les deux cas, on a bien a € A.

2. — Reéflexivité : Montrons que V B € &(E), B#aB.
Soit B € Z(E), ona BAB =0 C A, doa BZ4B.

— Symétrie : Montrons que ¥V B,C € Z(E), (B#4sC = CZaB).
Soit B,C € Z(E). Supposons que BZ4C, alors BAC C A, alors CAB C A (car A est commutatif),
alors CZ 4B

— Transitivité : Montrons que ¥V B,C, D € Z(E), (B#AC et CZsD = B#aD).
Soit B,C,D € Z(E). Supposons que BZsC et C#Z4D, alors BAC C A et CAD C A, alors
(BNC)U(CNB)CAet (C~\D)U(D\C)CA.
On a donc les quatre inclusions : BNC C A, C~BCA, C~DCAetD~CCA Daprés(1):
e les inclusions BN C C Aet C' D C A entrainent que BN\ D C A
e les inclusions D\ C C A et C \ B C A entrainent que D\ B C A

D’ou (B~ D)U (D \ B) C A, c’est-a-dire BAD C A. D’ott B#Z4D.

Exercice 5.
=)
Supposons que la relation Z est réflexive, symétrique et transitive et montrons qu’elle est réflexive et circulaire.
— Z réflexive : rien a montrer.
— % circulaire : montrons que YV a,b,c € E, (a%b) et (b%c) = (c#a).
Soit a,b, c € E. Supposons que aZb et bZc, alors par transtivité on a aZc, puis par symétrie on a cZa.
<)
Supposons que la relation Z est réflexive et circulaire, et montrons qu’elle est réflexive, symétrique et transitive.
— Z reéflexive : rien a montrer.
— % symétrique : montrons que V a,b € E, (a#b = bZa).
Soit a, b € E. Supposons que aZ%b, on a donc aZb et b#b (par réflexivité), d’ot bZa (car Z est circulaire).
— Z transitive : montrons que V a,b,c € E, (aZb et bZ%c = aZc).
Soit a,b, ¢ € E. Supposons que a%b et b%c, alors on a c#a (car X est circulaire), d’on aZc (car X est
symeétrique).



