EISTI

CORRECTION DS1 du 13/10/2016

Ecole

o 2‘;2222': Matiére : Algebre
e e tion Filiere : CPI 1¢™¢ année - Pau
Durée : 2h
Département de Mathématiques Responsable : Barrau Nelly

Année universitaire 2016-2017

Q.C.M. 1 /3 points] Réponse exacte (0.5pt), Pas de réponse (Opt), Réponse fausse (-0.5pt).
Aucune justification n’est demandée. [Les réponses doivent étre directement écrites sur la copie]

1. Soient E et F deux ensembles et f une application de E vers F . Parmi les affirmations suivantes,
lesquelles sont vraies :
A : Sifestinjective alors tout élément de E a plus d’une image dans F.
B : Sif est injective alors tout élément de F a au plus un antécédent dans E.
C : Si f est surjective alors tout élément de F a au moins un antécédent dans F.
D : Sifn’est pas bijective alors au moins un élément de F n’a pas antécédent.
E : Sif n’est pas injective alors il existe deux éléments distincts de E ayant la méme image.

2. Soit n un entier naturel quelconque. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies :

A: (n>5)= (n>3) E: (n>0)= (2n>n)

B: (n>5)=(n>6) F: (n>0)= (2n>n)

C: (n>5)=(n<6) G: (n>0)=((n+1)>n)
D: (n<2)= (n?=n)

Exercice 1 [5 points]
Vous étes commissaire de police, chargé d’élucider le casse d’une banque. Vous savez que le(s) cou-
pable(s) du cambriolage sont parmi les trois suspects : Arséne, Bonnie et Clyde.
Issus d’une source siire, les indices suivants sont tous exacts :
— I, : si Bonnie a trempé dans cette affaire, Clyde aussi.
— I : pour les hold-up de banques, Arséne a horreur de faire équipe avec Clyde.
— I3 : si Arséne est coupable et Bonnie innocent, alors Clyde est coupable.
— 14 : Si Clyde est dans le coup, il n’a pas pu faire ce genre de boulot tout seul.

A I’aide de tableaux de vérité, déterminer le ou les coupables du cambriolage.
Indication : noter A la proposition "Arséne est coupable” (de méme pour B et C), et exprimer les indices
11, I, I3, 14 en fonction de A, B et C.

Soit A la proposition "Arséne est coupable", B la proposition "Bonnie est coupable” et C la proposition
"Clyde est coupable”. Alors :

— [ s’écrit: B=C

— Iy s’écrit: A = C c’est-A -dire AN C, ouencore AUC

— I3s%écrit: (ANB) = C

— Iy s’éerit: C = (AU B)

Enfin, on sait que [ = I; N Is N I3 N 14. Voici le tableau de vérité



mmm < << <>
m< < o< <|W
<Tm<T<mT<O
<m<<<mT<|=
<< < <m< TS
<< <m< < <&
m< << < <<
oo < oo | —

La proposition I équivauta AN BN C.
Autrement dit : Bonnie et Clyde sont coupables, et Arsene est innocent.

Exercice 2 [3 points] Montrer par récurrence que, pour tout n € N, 2" > n.

INITIALISATION : Pour n = 0, 2° = 1 > 0. L’inégalité & démontrer est donc vraie quand n = 0.
RECURRENCE : Soit 7 > 0. Supposons que 2" > n et montrons que 2" > n + 1.

2ntl = 2 x2n
> 2(n+1) (par hypothese de récurrence)
> n+l+n+1
> n+ 1.

CONCLUSION : On a montré par récurrence que :
Vn e N,2" >n

Exercice 3 [Spoints] Soit R la relation définie sur I’ensemble des réels R par :

2

Vz,y R, (2Ry) & (2° -y’ =2 —y)

Soit S la relation définie sur I’ensemble des réels R par :
Vo,y €R, (2Sy) & (z° —y* <w —y)
1. Montrer que R est une relation d’équivalence :
La relation ‘R est
(a) Réflexive :
VeeR, 22—2’=z—2<2Re

(b) Symétrie :
Vz,y €R, 2Ry & (2> -y’ =2 —1y)
= (Y -2*=y-2
= yRzx

(c) Transitive :

Vz,y,2 €R, aRyetyRz & (22—y?=x—ylet(y>? -2 =y—2)

= (@2-22=z-2)

= IRz

Donc R est une relation d’équivalence.



2. Démontrer pour tout x € R que R(z) = {z,1 —z}:
Par définition, la classe d’équivalence de x est R(z) = {y € R,zRy}. Autrement dit :

Ve,yeR, zRy < 22—y’=x—y
& (z-yllzty) =z-y
& @—y)le+y-1)=0
& (z—-y)
&S y=zouy=1—=x

Finalement R(z) = {y e R,y=zouy =1—x} = {z;1 — z}.

3. Démontrer que la relation S est réflexive, transitive, mais qu’elle n’est ni symétrique, ni anti-
symétrique.
La relation S est :
(a) Réflexive :
VeeR, 22—2?<z—24 28z

(b) Transitive :
Vz,y,2 €R, azSyetySz & (22—’ <z—ylet(y? —22<y—2)

= (@2-22<z-2)
= x5z

(c) Non symétrie : il existe x et y tel que xSy et ySx

0S2 < 02-22<0-2
250 & 22-02>2-0

(d) Non anti-symétrie : il existe x et y tel que xSy et ySxetx # y

0S1 < 02-12<0-1
180 & 12-02<1-0

4. Soit I = [1/2;400[. Soit &’ la relation définie sur I par
Voyel, (uS'y) & (@® —y* <w—y)

Montrer que S’ est une relation d’ordre sur 1.

La relation S’ est réflexive et transitive car la relation S I’est (car ce qui est vrai sur R reste vrai
sur un sous-ensemble de R). Il ne reste qu’a démontrer qu’elle est anti-symétrique.

Soit I ’ensemble des réels supérieurs ou égaux a 1/2.

Ve,ye I, xzSyetyS'z = (2> —y>=2—y)
= y=zouy=1—=x

d’apres la question 2. Or

— six >1/2,alors 1 —xz < 1/2,

— siz=1/2,alors 1 —xz =1/2.

Donc si x et y sont a la fois éléments de I et vérifient xS’y et yS'x, alors x = y : donc S’ est
anti-symétrique.

Finalement la relation S’ est une relation d’ordre.

5. Démontrer que :
Ve,yel, (28'y) & (z <y)

Soient x et y deux éléments de [ :



— Siz=y=1/2,onazSy <z <y.
— Si x ou y est strictement supérieur a 1/2, alors = + y — 1 est strictement positif. Dans ce cas :

(22—’ <z—y) & (@—-yk+y—-1)<0
& z—y<0
< <y

Exercice 4 [4 points]

Soient A et B deux parties d’un ensemble F et
f:PE) — P(A) xP(B)
X — (XNA;XnNB)
Montrer que :
1. festinjective si et seulement si £ = AU B.
— Supposons f injective, ie

VX,Y € P(E), f(X)=f¥)=X=Y.

Montrons que £ = AU B.
OnaFE, A, B € P(F).De plus

F(E) = (ENA; ENB) = (4; B) = f(AU B)

Comme f est injective, il vient £ = AU B.

— Supposons ¥ = A U B. Montrons que f est injective.
Soient X,Y € P(E). Supposons f(X) = f(Y)ie (X NA;XNB)=(YNAYnNB).
Montrons que X =Y. Ona:

X =XNE =XN(AUB) = (XNA)U(XNB) = (YNA)U(YNB) =YN(AUB) =YNE =Y
Ainsi f est injective.
2. fest surjective si et seulement A N B = ().
— Supposons f surjective, ie que pour tout élément dans P(A) x P(B), il existe au moins un

antécédent X dans P(E) qui vérifie f(X) = (X N A; X N B). En particuliers, 1’élément
(A,0) € P(A) x P(B) posséde au moins un antécédent X € P(E). De plus, ona:

ANB=(XNANB=AN(XNB)=ANn0=19.
— Supposons AN B = (. Soit (A’, B") € P(A) x P(B).Pour X = A’UB’,ona
fX)=((AnA)uU(B NA);AnBUMB NB)) = (A, B)

car ANA=A" B NA=0.

Exercice 5 Bonus [2.5 points] Réponse exacte (0.25pt), Pas de réponse (Opt), Réponse fausse (-0.25pt).
Aucune justification n’est demandée.
Préciser si ces fonctions sont "bijective”, "injective et non surjective", "surjective et non injective" ou
"non injective et non surjective" :
1. f:R — Rtelle que f(z) = 2?:
non injective (4 a deux antécédents différents) et non surjective (-7 n’a pas d’antécédent)
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. f:R — R telle que f(z) = 22 :
surjective et non injective (4 a deux antécédents différents)
. f: N — Ntelle que f(z) = z : bijective
. f:RT — Rtelle que f(x) = 2z :
injective et non surjective (-2 n’a pas d’antécédent)
. [:R — Rtelle que f(z) = 20x + 2 : bijective
. f:R— {3} telle que f(x) =3:
surjective et non injective (14 a une infinité d’antécédents différents)
. f{22} — {22;12} telle que f(x) =22
injective et non surjective (12 n’a pas d’antécédent)
. f:RT = Rtelle que f(x) =1/x:
injective et non surjective (0 n’a pas d’antécédent)
. f:{0} — {0} telle que f(x) = 0 : bijective
. {1} — {0.5} telle que f(z) = 1/(x + 1) : bijective



