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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.

Le sujet comporte trois exercices. L'ordre dans lequel ceux-ci sont traités n'est pas imposé.
Le baréeme est donné a titre indicatif.

Exercice 1. (10 points)
Soit n € N* et (x, y) € Z2. On dit que y est un inverse de x modulo n lorsque xy = 1[n)].

1. Montrer 'équivalence : x possede un inverse modulo n <& xAn=1.

2. (a) Montrer quesi x An=1et y, et » sont des inverses de x modulo 7, alors y; = y,[n].
On parle alors de l'unicité de l'inverse de x modulo n.

(b) Déterminer l'inverse de x modulo 7 dans chacun des cas suivants :

i x=3,n=5 ii. x=4,n=25 iii. x=3,n=10
3. (a) Soit(a, b) € Z?. Montrer que si a An = 1, alors 'équation a x = b[n] posséde une unique solution
modulo 7.
(b) Résoudre:
i. 2x=7[7] ii. 3x =25[38]

4. Soit (a,, a,) € Z?. On cherche a résoudre le systéme
X =ai[m]
X = ay[n,]
ol n; et n, sont deux entiers naturels tels que n; A n, =1.
(a) Montrer que si x, est une solution du systéme, alors I'’ensemble des solutions est
{x €Z, x = xy[m n,]}.

(b) Justifier que n; possede un inverse y; modulo n, et que n, posséde un inverse y» modulo n;.
(c) Montrer que a; n, ¥, + a,n, y; est solution du systeme.
(d) Déterminer alors toutes les solutions du systéme.

5. Résoudre, a l'aide de la méthode détaillée a la question précédente, le systeme

x =3[4]
x=2[9]
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Exercice 2. (3 points)

1. Décomposer 2520 et 26400 en produit de facteurs premiers puis déduire 2520 A 26400.
2. (a) Déterminer des coefficients de Bézout pour les deux entiers 462 et 294.

(b) Résoudre dans Z I’équation diophantienne 462x 4294y = 84.

Exercice 3. (7 points)
On note D(n) I'ensemble des diviseurs positifs d'un entier n € Z.
Soit (a, b) € Z?, on considere 'application

¢: D@)xDb) — N
(k,1) — ki
1. Le but de cette question est d’étudier I'injectivité de .
(a) OnsupposequeaAb =1.
i. Soit(k,l)eD(a)x D(b). Montrer que k Al =1.
ii. Montrer que g est injective.
(b) On suppose que a A b # 1. Montrer que ¢ n’est pas injective.
(c) Déduire que : p estinjective <> aA b =1.
2. Le but de cette question est d’étudier la surjectivité de ¢.
(a) Soit p un nombre premier qui ne divise pas ab. Déterminer ¢! ({p}).
(b) En déduire que ¢ n’est pas surjective.
3. Le but de cette question est de déterminer ¢ (D(a) x D(b)).
(@) Justifier que ¢ (D(a)x D(b)) c D(ab).

(b) Montrer I'inclusion réciproque.
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