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Vrai-Faux 1 [5.5 points] Réponse exacte (0.25pt), Pas de réponse (Opt), Réponse fausse (-0.25pt).
[REPONSES DIRECTEMENT ECRITES SUR LA COPIE]. Aucune justification n’est demandée.
Indiquer si ces affirmations sont vraies ou fausses :

1. Soient P € R[X| un polynéme non nul a coefficients réels, d € N :

: deg(P) =d = deg(P') =d—1. FAUX

. deg(P) = d = deg(P(X?)) =2d. VRAI
: deg(P) =2 = deg(X?+ P)=2. FAUX
: deg(P) =4 = deg(X?+ P)=4. VRAI

: deg(P) = d = deg(X?P(X +2)) =d+2. VRAI

oient P, ) € R[X] deux polyndmes non nuls a coefficients réels :
: deg(P + Q) = deg(P) + deg(Q). FAUX
: deg(P + Q) = deg(P) OU deg(Q). FAUX
:(PANQ=1)=(PAN(P+Q)=1). VRAI
:(PAQ=1)= (P?AQ*=1). VRAI
: deg(PQ) = deg(P) + deg(Q). VRAI
: deg(PQ') = deg(P'Q). FAUX
: P ne divise pas Q = P ne divise pas Q2. FAUX
: Pnedivise pas Q> = PAQ =1. FAUX
. Le degré de P(X2)Q(X?) est le double de la somme des degrés de P etde ). VRAI

oit P € R[X] un polyndme non nul a coefficients réels :
: (X2 - X)|P= P(1)=0. VRAI

: (X2 - X)|P = P'(0)=0. FAUX

(X —1)}|P= P'(1)=0. VRAI

: P(1)=P'(1)=0= (X —1)?|P. VRAI

: P(1)=0= (X —1)|P. FAUX

: P irréductible = P ne s’annule pas sur R. FAUX
: P irréductible = deg(P’) € {0,1}. VRAI

: P ne s’annule pas sur R = P irréductible. FAUX
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Exercice 1 [5 points] N

SoitP=(X+1)"— X7 —1.Onnote j =e5 .
1. Montrer que 1 + j = —52.

Plusieurs méthodes possibles, dont par exemple 1 + j + j2 =

D’ot le résultat. [0.5pt]

=L —(Qcarj® = 1.
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2. Montrer que j est une racine double de P.
P(j)=(j+1)"—j7—1=0:j est au moins racine simple.
P =17(X +1)%—-7X% dot P'(j) = 0: j est au moins racine double.
P" =42(X +1)5 — 42X5,d’ot P"(j) # 0 : j est racine double exactement. [ 1pt]
Rq : j étant racine double complexe, alors j est également racine double.



3. Trouver deux racines réelles évidentes de P, ainsi que leurs ordres de multiplicité.
P(0) = P(—1) = 0. Donc 0 et -1 sont deux racines évidentes. [0.5pt]
P’(0) # 0et P'(—1) # 0. Donc 0 et -1 sont deux racines simples.[0.5pt]

4. Quel est le degré de P ? Quel est son coefficient dominant ? P est-il normalisé ?
Le début de la formule du bindme de (X + 1)7 est X7 4 7X6 (il y a plein d’autres termes, mais il
est inutile de les calculer) donc P est un polyndme de degré 6 et son coefficient dominant est 7.
P n’est donc pas normalisé. [1pt]

5. Factoriser P en polynomes irréductibles dans C, puis dans R.
Le degré du polyndme étant 6, on cherche 6 racines. D’apres les questions précédentes, nous en
avons déja 4 (j est racine double, O et -1 racines simples).
D’autres part, on sait que j est racine double de P, donc j = j2 est aussi racine double car P est
un polynéme a coefficients réels [0.5pt]. La factorisation dans C[X] est :

P=7X(X+1)(X —5)*(X -j%%  [0.5p]
etdans R[X],ona:
(X =) (X =) = X*+ X + 1,
donc la factorisation dans R[X] est

P=7X(X+1) (X)X =) =7x(X+1) (X>+ X +1)>.  [0.5p1]

Exercice 2 [5 points]
1. En utilisant I’identité (X® — 1) = (X — 1)(X? 4+ X + 1), montrer que les polyndmes X > + 1 et
X2 + X + 1 sont premiers entre eux.

(X2-1)=(X-1DX’+X+D e (XP+1)=(X-1)(X*+ X +1)+2

Ceci équivaut 4 une égalité de Bezout pour les polyndmes X3 + 1 et X? + X + 1 : ils sont donc
premiers entre eux.
2. Effectuer la division euclidienne X2 + 1 par X2 + X + 1.
A= X3 +1 X’+X+1 =B
- (X3 +X?2 4X) X1 =Q
-X? -X +1
- (=X?2 X 1)
R = 2
On retrouve I’identité de la question précédente : (X3 +1) = (X — 1)(X? + X +1) + 2

3. Justifier ’existence et déterminer I’ensemble des couples de polyndmes (U, V') de R[X] tels que

(XU + (X2 +X+1)V =1

Les polyndmes X2 4 1 et X2 + X + 1 étant premiers entre eux, d’aprés Bezout, il existe alors un
ensemble de couples de polyndomes (U, V') de R[X] vérifiant

(XP+1D)U+ (X2 +X+1)V =1

De plus, d’apres la question précédente

(X3+1)—(X—1)(X2+X+1)—2@(X3+1);+(X2+X+1)_(X2_1)—1

Donc (%, 70&”) est une solution particuliere.
L’ensemble des solutions est alors donnée par
1 —(X -1
{<2+k(X2+X+1);(2)—k(X3+1)> , kE]R[X]}



4. Déterminer une décomposition en produits de polyndmes irréductibles dans R[X] des polynomes

X3 —let X° — X34 X2 — 1. En déduire leur pged et leur ppem.
Indication : (X3 +1)|(X® — X3+ X2 —1).
On trouve

X X34 X2 1=(X2- D)X+ 1) =X +1)*(X -1)(X? - X +1)

et
X -1=(X-1)(X2+X+1)

Le PGCD des deux polynomes est X — 1,le PPCM est (X + 1)?(X — 1)(X2 + X +1).
Retrouver le pged de X° — X3 + X? — 1 et X3 — 1 par I’algorithme d’Euclide.
La division euclidienne des deux polyndmes donne :
XX+ X -1=(X?-1)(X*-1)+2(X%-1)
La division euclidienne de X3 — 1 par X2 — 1 donne
X3P -1=X(X?-1)+(X-1).

L algorithme d’Euclide se termine par : X2 — 1 = (X + 1)(X — 1) + 0. On retrouve donc bien
que (X — 1) est le PGCD des deux polyndmes.

Exercice 3 [4.5points] Outre le fait que la décomposition en éléments simples sert dans le calcul des
intégrales, cet outil est également tres utile pour le calcul de certaines sommes.

1.

1
Décomposer en éléments simples dans R[X] le polyndme m
La forme générale de la décomposition de éléments simples de cette fraction rationnelle est
1 a b c d
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— Pour trouver b : on multiplie I’équation par k2, puis on prend k& = 0. On obtient b = 1.

— Pour trouver d : on multiplie 1’équation par (k+1)2, puis on prend k = —1. On obtient d = 1.

— Pour trouver a et c : on prend deux valeurs particulieres (comme par exemple 1 et 2). On
obtient:a = —2etc =2

Finalement 1 1 1 9 9
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En déduire que

1 2

N
S =2 -3
— k2(k+1)2 — 2 (N+1)? N+1 '

D’apres 1), on a
1 1 1 2 2

REr1? Ry Erl k
Par passage a la somme pour k = 1 a k = N, il vient
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En utilisant deux changements de variables, on a

N+1 N+1

Zk? k+1 ZEJFZEHZ*”ZIC



En jouant sur les indices de sommes, on obtient :

N 1 N 1 |
S R R PPY0 DS -
Zk? k+1 Zk? (leﬁ T T (ngrNJrl) ( +k2:2k)

1 1
=2 — —1 2 -2
kzm LG A
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1 1 2
—2%" = _3.
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2
1
3. Par passage a la limite et sachant Z 2 g , calculer Z m

En faisant tendre N — 400 dans le resultat de la questlon 2) il vient

2

Zk2k+1 Zk2_ :7_3

Fin.

Exercice 4 Bonus [2.5 points] Réponse exacte (0.25pt), Pas de réponse (Opt), Réponse fausse (-0.25pt).
[REPONSES DIRECTEMENT ECRITES SUR LA COPIE]. Aucune justification n’est demandée.
Soient P, ) € R[X] deux polyndmes non nuls, a, b, c € Z.

1. Compléter les pointillés par I'un des connecteurs logiques suivants : =, <=, <, <, > ou =

A: deg(P)=0 < P polyndme constant

B: blaETalb = a=b0Ua=—b
C: deg(PQ) = deg(P)+ deg(Q)
D:allb+c¢) <« albETalc

E: val(PQ) = wal(P)+ val(Q)

F: al(lbc) < alb

2. Indiquer si ces affirmations sont vraies ou fausses :
A X? 4 4estirréductible dans C[X]. FAUX

: X? — 2 estirréductible dans R[X]. FAUX

: X2 + 1 estirréductible dans R[X]. VRAI

: Si P est de degré impair, alors P posséde au plus une racine réelle. FAUX
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