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Exercice 1 [3 points] Réponse exacte/fausse (+0.5pt), Pas de réponse (Opt).
Soit (R, | - |) un R-espace vectoriel normé; A = [7; +oo[et B = [7;9].

1. Dans R, A est une partie (car Cg(A) =] — oo; 7| est ouvert) et (car il n’existe pas

de boule ouverte centrée en 7 incluse dans A).

2. Aest égal a|]7; +oo[ | (car |7; +oo] est le plus grand ouvert inclus dans A)

3. Aestégala (car A est fermée, donc A = A)

4. 0Aestégala|{7}|(car 0A = Z\;l)

5. Dans R, B est une partie (car il n’existe pas de boule ouverte centrée en 7 incluse dans B),
(car Cg(B) =] — oo; 7[U[9; +o00[ n’est pas ouvert en 9).

6. Dans A, B est une partie (car B = AN|6;9[ ot |6; 9] est un ouvert dans R), (car

Ca(B) = [9; +oo[ non ouvert)

Exercice 2 [4 points] On considere I’application
N:R?> — R
(,y) — |z +yl+|z|
1. Montrer que N est une norme sur R?.

(i) Positive homogénéité de N : VA € K, V(z,y) € R*: N(\(z,y)) = |\ N(z,v)
Soit A € K, (z,7) € R%2. Ona

N(M(z,y)) = N(\z,\y) fcarR2 R — ev
= |Az+ \y| + |A\z] # par définition de N
= Mz +y)|+ A |z fcar|-|normesur R, etRR —ev
= A |z +y|+ |\ |z| f car | - | norme sur R
= N (|lz+y|+|z|) fcar|-|normesur R, etRR — ev
= AN(z,y) # par définition de N

(ii) Non-dégénérescence : V(z,y) € R*: N(z,y) = 0= (z,y) = (0,0)
Soit (x, ) € R2. Supposons N (z,y) = 0, montrons que (x,y) = (0,0).

N(z,y) =0 < |z+y|+|z[]=0 # par définition de N
& |4yl =—|x] i
< |z+yl=0cet |x| =0 fcar |-| estpositive ou nulle
& y=0etz=0 f car | - | norme sur R

(iii) Inégalité triangulaire : ¥(z,7), (z’,y') € R? : N((z,y) + (',y)) < N(z,y) + N(z',v/)
Soit (z,y), (v',y') € R%2. Ona

N((z,y) + (@', 9))

N(x+2,y+y) fcarR2 R — ev

|(x +2')+ (y+ )|+ |z + 2| f par définition de N
|z +y|+ |2’ + 9|+ |z| +|2'| #car]|-|norme sur R
N(z,y) + N(@'y) # par définition de N

INIA



2. Représenter graphiquement la boule unité centrée a 1’origine B(Og2; 1) pour la norme N.

s 5 \ ‘A GeoGebra(@nbu)
Par définition :
SRS SRR SRRAS y=r__
B(Og2;1) = {(z,y) € R?; N((z,y) — (0,0)) < 1} X \_‘
= {(z,y) eR*; N(z,y) <1} \ T\
"\\_ . \‘\
On cherche donc (z,y) € R? tels que N(x,y) < 1 < |z +y| + |z| < 1. \ A
Etudions les différentes possibilités : \\\ \
y=-2x-1 \-"\ T \'\y=-2x+1
|z + y| ‘ |z| ‘ |z +y|+ |z < 1 ‘ Demi-plan considéré s\ T, .
z+y>0|2>0 r+y+r=2r+y<l1 y< —2x+1 \-\ H \
z+y>0|2<L0 rt+ty—zrz=9y<l1 y <1 N\ \
r+y<0|xz>0 —r—y+tr=—-y<l1 y>—1 "\-\ ‘\.\
z+y<0|z<0| —z—y—zz=-2x—-y<l1 y>—2x—1 = \
,,,,,,,,,,,, ijf,,,,,,,,,_,,\f? .‘\\,

Exercice 3 /2 points]
On considere 1’application

Montrer que ¢ est une distance sur R*.

(i) Symétrie: Vz,y € R*: 0(y,z) = d(z,y)
Soit z,y € R*. Comme | - | est une distance sur R*, on a :

1 1 1\] 1] 1 1
r oyl y x/)| y
(ii) Séparation : Vx,y € R*: §(z,y) =0z =1y.

Soit z,y € R*. Supposons d(z, y) = 0. Montrons que z = y. On a par équivalences successives :

1 1

oy, ) = i

= 5(y>$)

1 1 1 1
———|=0<¢= ———-=0<¢= —=—- <= =y
r oy r oy

(iii) Inégalité triangulaire : Vx,y,z € R* : §(z, z) < d(x,y) + d(y, 2) .
Soit z,y, z € R*. Comme | - | est une distance sur R*, on a

< d(x,y)+d(y, 2)

1 1‘ ’1 1
7_7_’_7_7
y oz

Exercice 4 [5 points] Considérons
— A un ensemble fini de points de R
— B l’ensemble des entiers naturels N, vu comme sous-ensemble de R
— C={(z,y) € R* | y > 2} ot (R?;|| - ||2) est un espace vectoriel normé.

Pour les ensembles A, Bet C' :

1. Justifier soigneusement s’il est ouvert, fermé, ni ouvert, ni fermé :
— A un ensemble fini de points de R : il s’agit d’une union finie de singletons.
A est fermé car une union finie de singletons (fermés) est un fermé.
A n’est pas ouvert car les seuls ouverts et fermés de R sont () et R.




— B =N, vu comme sous-ensemble de R : il s’agit d’une union infinie de singletons.
Nous ne pouvons rien dire sur une union infinie de fermés. Cependant :

B= U{n}<:>CR(B): <U]n;n+1[) U] — o0; 0]

neN neN

B est fermé car son complémentaire est ouvert (union infinie d’ouverts de R).
B n’est pas ouvert car les seuls ouverts et fermés de R sont ) et R.

— C={(z,y) € R*| y > 2} ou (R?%; | - ||2) est un espace vectoriel normé.
C est ouvert : Montrons V(z,y) € C,3r > 0: B((z,y);r) C C.

Soit (z,y) € Ciey > 2. Prenons r = yT > 0, montrons que B((x,y);r) C C.
Par définition de la boule ouverte :

B((z,y);r) = {(a,b) € R? : d((a,b); (z,y)) <7} = {(a,b) € R? : ||(a,b) — (z,y)ll2 <7}

Soit (a,b) € B((x,y);r) ie ||[(a — z;b — y)||2 < r. Montrons que (a,b) € C'ie b > 2.
On a

(a,0) € B((z,y);7) < [(a—=zb—y)la <r  pardef
& la—zP+b—y[2<r fpardefde] - |2
= la—x>+|b—y|> <r? félévation au carré
= |b—y|?><r? #car la —z|> >0
= —r<b-—y<r # encadrement de | - |

Plus précisément

-2
-r<b-—y < —yT<b—y f pardefder
& —y+2<2b—2y §multiplication par 2

& 2<20—y f -y de part et d’autre
24y . .
& 5 <b # simplification

2
Or2 < ydonc (2+2)/2 < £ty :donc 2 < b. Ainsi (a,b) € C.
Finalement B((x,y); (y — 2)/2) est incluse dans C.
C n’est pas fermé car les seuls ouverts et fermés de R? sont ) et R2.

2. Donner (sans justification) son intérieur, son adhérence et sa frontiere.
— A un ensemble fini de points de R

— ;1 = () car il n’y a pas d’ouvert (non vide) inclus dans cette union de fermés
— A = Acar Afermé et I'adhérence d’une union est I'union des adhérences
— 0A = Acar9A = A\A

— B :ON, vu comme sous-ensemble de R
— B = cariln’y a pas d’ouvert (non vide) inclus dans cette union de fermés
— B = B car B fermé et ’adhérence d’une union est I'union des adhérences
— OB = Bcar9B = B\B

— C={(z,y) € R? |y > 2} ot (R?; || - [|2) est un espace vectoriel normé.
— 8’ = (' car C est ouvert
— C={(z,y) eR? | y > 2}
— 802{(x,y)€R2|y:2}

Exercice 5 [3 points]
Considérons le R-espace vectoriel normé (R, | - |) et d la distance associée a la norme | - |.
On dit qu’une suite réelle (uy, ), est une suite de Cauchy dans R si

Ve >0, 3N e N,V(p,q) eN?: (p> N et q>N) = d(up;ug) <e



1. Donner la définition d’une suite convergente vers [ dans R.
On travaille dans I’evn (IR, | - |) un evn et d la distance associée a | - |.
On dit qu’une suite réelle (u, ),cn dans E converge vers [ dans F si et seulement

Ve>0,dINeN, VneN: n>N = d(upl)<e

2. Montrer que toute suite dans R convergente est une suite de Cauchy dans R.
Soit (uy,)nen une suite convergente, de limite [ ie pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour n > N,

ona
d(un,l) <e/2 <= |u, — 1| <e/2.

Montrons que (u, )nen est une suite de Cauchy, ie
Ve >0, IN' € N,¥(p,q) eN?: (p> N et ¢> N') = d(up;uy) < ¢
Comme (uy,)nen est une suite convergente de limite /, alors pour tout p, ¢ > N, on obtient
lup — gl = [(up = 1) + (I = ug)| < Jup — 1| +Jug — 1] < e

Donc (uy,)nen est une suite de Cauchy.

Exercice 6 [5 points]
Considérons les applications suivantes :

3 3
Yy zln(1 + z?)
f@y) = ——5 > = ———av
(-1 +y
Pour chacune de ces applications :

1. Trouver le domaine de définition D,
Dy =R*\{(1,0)}, Dy={(z,9) eR*|z>-Ly#0},  Dp={(z,y) € R?|z >0y >a*}

2. Représenter graphiquement D,

3. Justifier si D est ouvert, fermé, ni 1I’un ni 1’ autre,
— Dy est ouvert (car b2 (Dy) = {(1,0)} est fermé) et non fermé (car Dy # () ou Dy # R?)
— Dy est ouvert (union de deux demi-plans ouvert) et non fermé (car Dy # () ou Dy # R?)
— Dy, non ouvert et non fermé

4. Déterminer (sans justifier) I’intérieur et I’adhérence de D.

Domaine ‘ Intérieur ‘ Adhérence ‘ Frontiere
Dy Dy R? {(1,0)}
Dy D, {(z,y) eR*|z > -1} | {(z,y) e R*|z=—1;y =0}

Dn | {(zy) eR?z >0y > 2%} | {(w,y) € Rz =0;y = 2%} | {(2,y) €R?|y > 0y = 2%}

Fin.



