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Exercice 1 [Bonus + 3pts] Soit
A={(z,y) eR? |y >0,y <4—2?}

1. Représenter graphiquement A.

2. L’ensemble A est-il un compact de R??

Exercice 2 [8 points] Soit o € R et f ’application définie par

f:R2 — R
)
(.’ﬂ,y) — 2 + y2 y ST (xay) 7é (0,0)

« sinon

— Etude de la fonction sur R*\{(0,0)}

1. Pour tout (z,y) € R\ {(0,0)}, calculer le gradient de f.
Pour tout (x,y) € R*\{(0,0)} :

. % (e.)
gradf(z,y) = Jp(x,y) = 3}@ Y
87('%7:’/)
ol
af 2x 1 In(1+ 22 +9?) of 2y 1 In(1+ 22 +9?)
Bx(m’y)::c2+y2<l+x2+y2_ 22+ y? ) &/(x’y):x2+y2<1+x2+y2_ 22 +y? >

2. Justifier que f est de classe C'* sur R?\{(0,0)}.
Pour tout (z,y) € R?\{(0,0)}, les dérivées partielles de f existent et sont continues (comme com-

position et quotients d’applications continues dont les dénominateurs ne s’annulent pas). Donc f est
de classe O sur R2\{(0,0)}.

3. f est-elle différentiable sur R?\{(0,0)}?
Comme f est de classe C! sur R?\{(0,0)}, on en conclut que f est différentiable sur R?\{(0,0)}.

— Etude de la fonction en (0,0)

4. Calculer lim r,y).
(w,y)—>(070)f( v)

4
[Indication] In(1 + 12) = r* — L o(r*) au voisinage de 0.
Par passage en coordonnées polaires x = rcos(f) et y = rsin(6) et en utilisant le DL indiqué, on a :
In(1+1r?)

L Jm  Fy) = lim f(reos(6),rsin(6)) = lim TS0 <1, (v € B)



5. Etudier la continuité de f en (0,0).
f est continue en (0, 0) si et seulement si

lim z,y) = f(0,0) = a.
(x’y)ﬁ(omf( y) = f(0,0)

Ainsi, d’apres la question 4., f est continue en (0, 0) si et seulement si o = 1.

6. Montrer que f admet des dérivées partielles premieres en (0, 0) si et seulement si o = 1.
En utilisant la définition de dérivées partielles au point (0,0), f admet des dérivées partielles pre-
mieres en (0, 0) si et seulement si les limites suivantes sont finies :

9z %0 = fimy h o gy 00 = lim h
1l vient
0+ h,0)— £(0,0 1 (in(1+ h?
}llii%f( + ’})z 1(0,0) = %%h(rb(};)_a) fipar def. de f
1(n2-1
= }Lin%) 7 2 2 _ o fen utilisant le DL de 4.
ﬁ.
1 h? TP
= }lg% 7 1- 5 fpar simplification
1—
= %in%) - e _ g fpar simplification
ﬁ
Ainsi
%in%)f(OJrh,O})L—f(O’O) <00 e —
—>

. 0
Par symétrie de x et de y dans 8—f (0,0), le résultat est analogue.
Y
— —
7. Donner I’hypothése pour laquelle gradf(0,0) existe. Calculer gradf(0,0).
gradf(0,0) existe si et seulement si les dérivées partielles premieres de f en (0, 0) existent. D’apres
6., c’est le cas si et seulement si o = 1.
Sous cette hypothese et en finalisant les résultats obtenus en 6., il vient
of of

5.(0.0) = a—y(o,o) =0

Ainsi

of
sraii0.0) = 70,0y = | 250 | = (©
gradf(0.0) = '75(0.0) giw,m (o)

8. Supposons que o = 1.

(a) Montrer que f est de classe C! sur R?.
[Indication] On pourra utiliser ’indication de la question 4.
Pour que f soit de classe C'* sur R?, il faut et il suffit que f admet des dérivées partielles premiéres
continues sur R
— D’apres 2., on sait déja que f est de classe C! sur R?\{(0,0)}
— Par hypothése o« = 1 : f est continue en (0,0) (d’apres 5.) et admet des dérivées partielles
premieres en (0, 0) (d’apres 6.)
— Montrons que les dérivées partielles premiéres de f sont continues en (0, 0) ie pour (x,y) €

R2 .
. of of . of of
s - 22(0,0 =L - 22(0,0
™ o) B (z,y) ax( ,0), w0 0) By (z,y) ay( ,0)



On a

) 2 1 In(1+ 2%+ 4?2
lim —f(a;,y) = lim 5 * 5 55 — n —|2—x —;y ) f d’apres 1.
(z,y)—(0,0) Ox (z,y)—(0,0) = +y= \1+2°+y e +y
2 0 1 In(1+ r?
= lim rc:;;( ) T2 n r—;r >) # coord. polaires
. 2cos(0) 1 r? N
= }1_1)% . <1+r2_1+2 f d’aprés DL du 4.
2
—1
= lin% MCOS(G) # par simplification
r— T
= lin% —rcos(0) # par simplification
r—
0
= 0= 8—f(0, 0) f cos borné
x

De maniere analogue (de par la symétrie de = et de y dans I’expression des dérivées partielles,
et sin est bornée), on a

. of of
lim —(z,y)=0=—=—(0,0
(2,9)—(0,0) 8@/( 2 ay( )
Ainsi ?)i et g‘?}; sont continues en (0, 0).

Finalement, f € C1(R?).

(b) Que peut-on conclure sur la différentiabilité de f en (0,0)?
D’apres (a), f est de classe C! sur R?, donc f est donc différentiable sur R2. En particuliers, f
est différentiable en (0, 0)

(c) Retrouver le résultat de (b) en utilisant la définition de la différentiabilité de f en (0, 0).
Montrons que pour h = (hy, hs) :

9 9
Jim (1) =0 o5myzﬁm(ﬂmmﬁ-ﬂ&m—hngM—h%gmﬁo

Dans R?, toutes les normes étant équivalentes (car espace de dimension finie), prenons ||h|| =
|h|l2 = \/h? + h3. 1l vient alors
1 In(1+ h? + h3)

e(h) = -1
) \/h%+h§< hi+ h3 )

Donc
1 In(1+ h} + h3) )
lim eh) = lim -1
(h17h2)‘>(070) ( ) (h17h2)*>(070) \/ h% + h% < h% + h% ﬁ
1 [in(1+r?

= lim < n( ;Ha ) — 1) f coord. polaire
r—0 7"2 r

— lim — f d’apres DL de 4.
r—0 2

=0 # d’apres DL de 4.

Exercice 3 [6 points] Soit f I’application définie par

f:R? — R
-1 2

(z,y) +— ma si (z,y) # (1,0)
0 sinon



1. Calculer les dérivées partielles premieres de f sur R?\{(1,0)}.
Pour (z,y) € R?\{(1,0)},on a

ﬂ( )__ 2 (1'_1)2_2/2 g( )_ 2($_1)3y
N (e R A (CE VRO
2. Justifier que f est de classe C'* sur R?\{(1,0)}.

Pour tout (7,y) € R?\{(1,0)}, == et —— existent et sont continues (comme composition et quo-

ox oy

tients d’applications continues dont les dénominateurs ne s’annulent pas) : donc f est de classe C' sur
RA\{(1,0)}.

3. Montrer que f est continue en (1, 0).
f est continue en (1, 0) si et seulement si

li y) = f(1,0) =0
(x,y)lgh,mf(‘r y) = f(1,0)

Apreés étude des limites partielles (f(.,0); f(1,.); f(x — 1, )...), 0 semble étre la limite. Démontrons le :

|f(x7y)_f(1a0)| = |f(xay)‘ 9 ﬁ
(az(i);)%—yyz f par definition
< Jz-1 feary® <y’ + (x—1)?
— 0 f

Doncf est continue en (1,0).

4. Supposons que f n’est pas différentiable en (1,0). f est-elle C* sur R??
On sait que si f € R, alors f est différentiable sur R.
Par contraposée, si f n’est pas différentiable sur R? (car f non différentiable en (1,0), alors f n’est pas
de classe C! sur R2.

Exercice 4 [6 points] Considérons les applications f € F(R? R), p € F(R,R) et g définies par

g R — R
z o g(x) = [z, ¢(2)).

1. Supposons f de classe C! sur R? et ¢ de classe C* sur R.
Exprimer ¢’ en fonction de ¢’ et des dérivées partielles de f.
Comme g(z) = f(u(z);v(x)) avec u(z) = z etv(xz) = p(x), il vient
of ou of ov af 0
/ _YJ bt Y e — 24 ) /
§(@) = 2L (@, 0() 2 @) + 2 (2, 0(@) S (w) = S (2, 9(2)) + S 0(2)) ¢ (2)

2

2. On pose f(z,y) = et p(z) = 322

2
y — 2z
(a) Déterminer D le domaine de définition de f. Justifier que D est ouvert.
f n’a de sens que si son dénominateur ne s’annule jamais, ie y # 2x2. Ainsi

D= {(z,y) € R* | y # 2.
De plus, en considérant 1’application
g:R? — R
(z,y) — y—2a°

continue sur R?. Alors D = g_1(] — o0, 0[U]0, 4+-00[ est donc 1’image réciproque d’une union finie
d’ouverts. D est donc lui-méme ouvert.
Remarque. D est I’union finie de deux ouverts de R?

D={(x,y) e R* |y < 22} J{(z,9) e R? |y > 22},



(b) Justifier que f est de classe C'! sur D et ¢ est de classe C! sur R.
Sur D, f est de classe C'! en tant que composée et fraction d’applications de classe C'! (dont le
dénominateur ne s’annule jamais).
¢ est un polyndme a coefficients réels de degré 3 : ¢ est donc de classe C'! sur R.
(c) Vérifier que g(z) = 1.
Par définition de g et par composition :

z? x? z?

g(x) = f(z,p(z)) = = =2 =1.

o(x) — 222 322 —222 22

(d) Déterminer ¥ un vecteur tangent a la courbe représentative de p en zy € R.
Un vecteur tangent a ¢ en zp € Rest (1; (o))

(e) Montrer que (gradf (o, (o)) T) = 0.

— 0 0
(Gradf (o, 0(a0)); T = 22 (20, 6(z0)) + o2 (a0, plao))! (w0) = o (a0)
Or, d’apres (c), g(z) = 1 pour tout z € R. Donc ¢’'(z) = 0 pour tout 2 € R, notamment ¢'(zo) = 0.

Ainsi .
(gradf(zo,¢(x0)); V) = g'(x0) = 0.

() Que pouvez-vous conclure ?

. . —
D’apres (e), le produit scalaire entre gradf(zo, ¢(xo) et 7 est nul : ces deux vecteurs sont donc
orthogonaux I’un a I’autre.

Fin.



