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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.
Le sujet comporte quatre exercices. Lordre dans lequel ceux-ci sont traités n'est pas imposé.

000
Exercice 1 (3 points).

Soit E = {(—ab Z) / a,b ER}. Soit 'application N définie sur E par :

\M:(_“b Z)eE,N(A)=|a|+|b|

1. Montrer que N est une norme sur E.

2. Montrer que I'application det (qui a une matrice associe son déterminant) est continue de (E ; N) dans
(R; -]

OO0

1. (1) Soit A;, A, deux matrices de E. N(A;) =0 = |a;|+|b;| =0= a; = b; = 0. Soit A € R, N(AA;) =
|[Aa,|+|ADb|=|A|N(A;). Etenfin, N(A;+A,) = |a; + ax|+|by + by| < |ay|+|az|+| by |[+|by| = N(A;)+N(Ay).
Donc N est bien une norme.

2. (2)

N(A,—Ay)=|a; —ay|+ b, — by|
|det(A,)—det(A,)| = |a} + b} —(a; + b7)| = |a} —a + b} — b|
<|a}—a|+|b} —b}|=|a) + az||a, — ay| + | by + by| | b, — by

<lay+ap| N(A; — Ay)+ by + by| N(A; — Ay) = N(A; — Ay)(lay + ag| + by + by))

D’ol pour tout Ay, A, € E tel que A; #—A,, et tout € > 0, en posant 1) < nous avons :

£
lar+ay [+ D1 +bs|?
N(Al —Ag) <n= |det(A1)—det(A2)| <e¢
Si A} =—A,, alors det(A;) =det(A,), d'ou pour tout £ > 0, |det(A;)—det(A4,)| =0<¢.
Nous avons donc montré que I'application det est continue sur les espaces considérés.
Exercice 2 (5,5 points).

1. Soit (E;||.]]) un espace vectoriel normé et (x,) une suite d’éléments de E telle que pour tout p,n € N,
H X, — Xgq H > 1. Montrer que (x,) n’admet pas de sous-suite convergente.
Indication : On pourra utiliser la définition de la convergence d'une suite.

“1/4-




On pose E = 6°([0;1];C) et 'application définie sur E par Hf”oo = sup {f(t)|. On rappelle que ||.||co est
tel0;1]
une norme sur E.
2. Soit la suite f;, d’éléments de E, définie par
[0;1] — C
fn : { 2inmt

tr — e

(a) Montrer que pour tout n €N, f,, appartient a la sphére unité.

(b) Montrer que pour tout p,q €N, pr — 14 ”oo =2.
Indication : On pourra penser a factoriser par I'angle moitié.

3. La spheére unité pour la norme ||.||, est-elle compacte?
GO0
1. (2) Soit (x,) une telle suite et supposons qu’elle admet une sous-suite convergente. Alors il existe [ € C

et une fonction strictement croissante ¢ tels que Ve > 0,3ny € N,Vn > ny, |x¢(n) — l| < &. Ainsi, pour
tout p > ny et g = ny, nous avons @(p)=p = ng et p(q) = q > ny, d'ou

L2 [0 = Xotq)| = |Xom = L+ 1= Xy(q)
< |x<p(p)—l} + }xw(q)—l| <2¢
Ceci est donc absurde car c’est censé étre vrai pour tout € > 0. Ainsi, la suite ne peut avoir de sous suite
convergente.
2. (a) (0,5) NousavonsYneN,Vte[0;1], |fn}(t) = |e2i””t| =1.Donc anHoo =1.
(b) (14+1) De méme, pour tout ¢ €[0; 1] et pour tout p,q €N, avec p # q

}fp(t)_fq(t){ — |ezipm‘ _eziqm‘| — |eit(p+q)7t (eit(p—q)n_eit(q—p)n)|
=2|sin(t(p — q)m)| < 2

—_1 . — : ; —
Or pour f = 2p—d| €[0;1], nous avons {fp(t)—fq(t)| =2 |sm(iz§){ =2.Donc “fp —fq
3. (1) Nous venons de trouver une suite d’éléments de la sphere telle que Vp, g, || =1 H oo =221.Donc
d’apres la premieére question, cette suite n'admet de sous-suite convergente. La sphére n’est donc pas

compacte.

2.

oo =

Exercice 3 ( 6 points).

1. Déterminer, si elles existent, les limites en (0,0) (ou en (0, 0,0)) des fonctions suivantes :
1
m)ﬁu40=%§%l ) flx,y,2)= =252z
2. Soit a et  deux réels strictement positifs. Soit f; : R?\{(0;0)} — R la fonction définie par

x?yP
X242

Llx,y)

Démontrer que f admet une limite en (0;0), si et seulement si ¢+ 3 > 2.

3. Etudier la continuité des fonctions suivantes :
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2V i (x;) #(0;0)

xy si(x;y)#(0;0) (b) ]Cs(ny/):{x4+y6
0

@ filx, y)_{|x|+|J’|

7 sinon

sinon

S —

(x2+y2)sin(1/#y2) si (x; ¥)#(0;0)

0 sinon

© folx,y)=

OO0

1. (@ (0,5 fi(x,x) —>1 et fi(x,—x) —>—— donc pas de limite.
(b) (0,5) fo(x,0,0)=+ —»ioo donc pas de limite.

2. (1) En passant en polalre : f5(p cos(0), psin(0)) = pa*+h—2 cos?(0)sin?(0). Or a et p sont strictement
positifs, donc le produit de cos et sin est borné. Tout dépend donc de la limite de p®+#~2. La conclusion
est alors immédiate : si @ + 8 > 2, il y a une limite qui est nulle, si a + 8 =2, il n’y a pas de limite et si
a+f <2, celatend vers +00.

3. (@ (0,5+0,5) |f4(x Y |— |x|+|y| < {y} donc la limite est nulle, différente de f(0,0)= % donc la fonc-
tion n'est pas continue.

(b) (2) Nous avons
|x3|:|x|3:(|xl4)% :(x4)% <(x4+y6)§
2=y =(y[") =) <(r°+2*)°
|x3y2|s(x4+y )2 %=(x +y )3

|f5(x,y)|s(x4+y)131 (x* +y)%—>0 £5(0,0)

(x;¥)-(0:0)
Donc la fonction f; est continue en (0;0).
(¢) (1) Sur R?\ {(0;0)}, f; est continue comme composée et quotient de fonctions continues dont

le dénominateur ne s’annule pas. En (0;0) : |f6(x,y)} < (le + |y|)2 — 0 = f5(0,0). Donc f5 est
continue sur R?.

Exercice 4 (5,5 points). Soit (E;||.||g) et (F;||.||r) deux espaces vectoriels normés. On note ||.||g«r 'applica-
tion définie sur E x F par

1G5 ) . = max(lixll || ][ )
On rappelle que cela définit une norme sur E x F.
1. Montrer que si AC E et B C F sont ouverts, alors A x B est un ouvert.
2. Montrer que si A C E et B C F sont fermés, alors A x B est un fermé.

3. On suppose que E = F. Les ensembles A et B sont alors des parties de E et on note
A+B={x<€E/3(a;b)eAxB,x=a+b}

(a) Montrer que si A ou B est un ouvert, alors A+ B est un ouvert.
(b) Laréciproque est-elle vraie?

OO0
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1. (2) Soit(x;y) € AxB.llexiste r; >0etr, >0tel que B(x;r)cAet E(y ; r2) C B.Posons r =min(ry, 1,).
Soit u(z;t)€ B((x;y);r).Ona H(x—z;y— t){ pxp < T-Donc max(llx—zIIE,Hy— tHF) <r.Dou
|x—z||[g<r<n,donczeB(x;rn)CA
|y—t||;<r<r,doncreB(y;r)cB
Finalement u(z; t)€ A x B et A x B est un voisinage de u, donc ouvert.

2. (1)

CoxpAxB={(x;y)e ExF /xelgA etye F}u{(x;y)e ExF /xe€EetyelpB}
=(CgAx F)U(E xCrB)
= (ouvert x ouvert) U (ouvert x ouvert)

3. (a) (2) Supposons A ouvert (la démonstration estla méme si B est ouvert) et montrons que A+ B est
un ouvert (donc voisinage de tous ses points). Soit x = a + b € A+ B, montrons qu’il existe une
boule ouverte centrée en x incluse dans A+ B. Puisque A est ouvert, il est voisinage de a, donc il
existe r > 0 tel que B(a, r) c A. Montrons alors que B(x,r)c A+ B. Soit y € B(x, r). Nous allons

montrer que y — b € B(a, ). Nous avons Hy—b—a“ = ||y—x|| <r.Donc y—beB(a,r)C A.En
posanta’ =y —b € A, nous avons y =a’+ b € A+ B. Donc B(x,r) C A+ B et A+ B est bien un
ouvert.

(b) (0,5) La réciproque est fausse. Il suffit de se placer sur E =R avec A=10;1]U[2;3[ et B=]1;2]U
[3;4[. Ils sont tous les deux non ouverts et pourtant A+ B =]1;7[.
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