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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.
Lordre dans lequel les exercices sont traités n'est pas imposé.

Exercice 1. -
Le détail de tous les calculs est exigé dans les questions suivantes :

1 ex+cos(x)—1+x+x—2+0(x2)+1—x—2+0(x2) —2+x+0(x2)
' B 2 2 B

ln(ex +cos(x)) zln(2+ x+o (xz)) :ln(Z(l + g + o(xz))) =ln(2)+ln(l + g + o(xz))

In(e* +cos(x))=In(2)+1In(1+u)  avec u=g+o(x2) et donc u2=%+0(x2)
2 2
ln(ex+cos(x))=ln(2)+ u—%+o(u2):ln(2)+g—%+0(x2)
2. DL,(1)de f(x)= h;ff).
B _In(1+h) 2
Onpose x=1+h, f(x)_—(1+h)2 =In(1+h) (1+h)
2

In(1+h) =h—%+o(h2)

_2 _2(_2_1) 2 2 2 2
(1+h)? =1-2h+————h*+0(h*) =1-2h+3h*+0(h?

2
2

f(x)=(h—h7+o(h2)) (1—2h+3h2+o(h2)):h—gh2+o(h2)

f)=(x=1)= S~ 1F+o((x—17)
1 1

im ———
x=0 x2  gin“(x)
1 1 sin?(x)— x2
x2  sin®(x)  x2sin?(x)
Comme le dénominateur est équivalent a x*, on va faire un D L,(0) du numérateur :
. 3 3 4
sin?(x)=(x— % +o(x)P=x2—2x%L +0(x*)=x>—% +o(x*)

=22

4
x
Donc: sin?(x)—x2= —3 +o0 (x4)
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im —
x=0 x2 sin®*(x) 3

Exercice 2. -
Soit n un entier > 2. On consideére la fonction définie sur R* par :

1+ x"
(14 x)n

fx)=

1. f estune fraction rationnelle définie sur R*, donc dérivable sur R™.
nx" M1+ x)" —(1+xMn+x)"" a1+ x)" x4+ x)—(1+x")]

= (1+x)2n (1+x)2n
.o n(1+x)"1(x"1—1) B n(x"1-1)
L s A P P

2. f’ale méme signe que x"~! —1, donc négative sur [0, 1] et positive sur [1,+00].

fO)=1, f(1)= 2 27+l et lim f(x)=1

2n
X 0 1 +00
f'(x) — 0 +
1 1
fo | T~
2—n+1

3. f posséde un maximum en 0, égal 4 1, et un minimum en 1, égal a 2~ "1,

1+ x"
4. Onen déduit que : Yx eR*, f(x)>27" «— R >27 e (14 x)" <211+ x")
X
Exercice 3. -
f(x)=Bx%—x)e**=uv avec u=3x>—x et v=e?*
u'=6x—1, u” =86, u¥=0 pour k>3
l)/=2€2x, l/”=4€2x, U(k)zzker

On applique la formule de Leibniz pour n >3 :

n 2
FO(x) = (up)™ =Z(Z) L) (n=k) zz(Z)u(k)y(n—k)

k=0 k=0

nn—1
F(x)=1(3x2—x)2"e** + n(6x—1) 2" 'e** + %(

En regroupant et en factorisant, on obtient :
f(")(x) = (12x2 +(12n—4)x +3n? —5n)2”_2ezx
Formule qui marche méme pour 0 < n <2.

6) 211—262)6
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Exercice 4.

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b|, et qui vérifie : Yx €[a, b], f(x)>0.
On pose g(x)=1In(f(x)).

g est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b| comme composée de f > 0 et de In.

f'(x)

F)

On peut donc lui appliquer le théoréme des accroissements finis, qui dit :

c€la,b], ELEEW _ o/(() e MUBf(@) J}'(C)

De plus g'(x)=

e In(f(b)—In(f(a)=(b—a){ < {D)=(b-a)’l
11 suffit alors d’appliquer l’exponentlelle pour obtenir le resultat

Ac€la, b, K =exp((b—a) f(j)))

Exercice 5. -
On considere la fonction f définie, sur R, par: f(x)=2x +sin(x)

1. f(x)=2x+sin(x) =2x+x—%3+0(x3)

3
f(x):3x—%+o(x3)

2. Vx €R, f'(x)=2+cos(x)>1>0 carcos(x)>—1.
f est strictement croissante, donc f réalise une bijection de R vers f(R).
. 1_1)1ow(3€) =—00 et . 1_121oo f(x)=+00,donc f(R)=R.
1

f/ o f—l '

f’ ne s'annule jamais, donc f~! est dérivable sur R, et ( f _1)/ =

On admet que f~! est de classe 63, et qu’elle posséde donc un développement limité d’ordre

3en0quisécrit: [fl(x)=ay+a;x+a,x*+azx3+o(x3).
3
X
3. f(x):3x—E+o(x3)

et fT(f(x)=

lim0 f(x)=0, donc on peut composer les deux D L.
x —

x3 x3)? PEAN
f_l(f(x)) =ag+a, (3x— ?) +a, (Sx — E) +as (3x — E) +o(x%)
3

X

f_l(f(x)) =ag+3a;x —alg +a, (9x2)+ as (27x3)+ o(x3)
a
FUf(x)=ag+3a;x+9a,x* + (27a3 — El) X+o(x®) =x
Lunicité du D L de la fonction x 71» x donne :
ap=a,=0,3a;=1 et 27a3— El =0, ce qui donne :
1 1

a =, et as = =

3 T 6x27x3 486
Le DL(0)de f! est donc le suivant :

flx)=%5+ % +0(x%)
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