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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.

Le sujet comporte cinq exercices. L’ordre dans lequel ceux-ci sont traités n’est pas imposé.

Exercice 1. On considère la fonction f : t 7→
2t

t 2+ t +1
.

1. Déterminer le domaine de définition et de continuité de f .

2. Soit I une primitive de f ; I (t ) =
∫

f (t )dt .

(a) Déterminer le domaine de définition de I .

(b) Calculer I (t ).

3. On considère la suite (Sn )n∈N∗ définie pour tout entier n ≥ 1 par son terme général

Sn =
n
∑

k=1

2k

k 2+k n +n 2
.

Montrer que lim
n→+∞

Sn = ln(3)−
π
p

3

9
.

Indication : arctan(
p

3) =
π

3
et arctan
�

1
p

3

�

=
π

6
.

Exercice 2.

1. Écrire le développement limité de sin(2x ) et de cos(2x ) en 0 à l’ordre 3. En déduire le dévelop-
pement limité de tan(2x ) en 0 à l’ordre 3.

2. Déterminer le développement limité de ln(1+ tan(2x )) en 0 à l’ordre 3.

3. Écrire le développement limité de arcsin(x ) en 0 à l’ordre 3.
On rappelle que ∀ x ∈]−1, 1[, (arcsin x )′ = (1− x 2)−1/2.

4. Calculer la limite

lim
x→0

ln(1+ tan(2x ))+2x (x −1)
arcsin(x )− x

.
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Exercice 3. On considère l’équation différentielle

(E ) : (x 2+1)y ′− x y =
p

x 2+1.

1. Résoudre (E ) sur un intervalle à préciser.

2. Trouver l’unique solution de (E ) vérifiant y (0) = 0.

Exercice 4. Soit (In )n∈N la suite définie par

In =

∫ π/4

0

1

cosn (x )
dx .

1. Justifier que la suite (In )n∈N est bien définie.

2. Calculer I2.

3. En effectuant le changement de variable t = sin x , calculer I1.

4. Déterminer le sens de variation de la suite (In )n∈N.

5. Montrer que, pour tout n ∈N,

In+2 =
(
p

2)n

n +1
+

n

n +1
In .

Indice : On pourra remarquer que In+2 =

∫ π/4

0

1

cosn (x )
1

cos2(x )
dx .

6. Montrer que lim
n→+∞

In =+∞.

Exercice 5. On noteC∞(R,R) l’ensemble des fonctions R→R de classeC∞.
Pour g ∈C∞(R,R). On considère l’équation différentielle

(Eg ) : y ′′−2y ′+ y = g (x ).

1. Déterminer l’ensembleS0 des solutions de

(E0) : y ′′−2y ′+ y = 0.

2. Justifier queS0 est un sous-espace vectoriel de dimension finie duR-espace vectorielC∞(R,R).
Déterminer la dimension deS0.

3. Résoudre l’équation (Eg ) lorsque :

(a) g (x ) = e x .

(b) g (x ) = sin x .

(c) g (x ) = x + e x .
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