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Exercice 1.

a. f1(t ) ∼
x→0+

1

t
. Comme t 7→

1

t
n’est pas intégrable sur ]0, 1], il vient par théorème d’équivalence que

f1 n’est pas intégrable sur ]0, 1] puis f1 n’est pas intégrable sur ]0,+∞[ .

b. t f2(t ) = t e −
p

ln t = e ln t−
p

ln t . Or ln t −
p

ln t = ln t
�

1−
1
p

ln t

�

∼
t→+∞

ln t : donc lim
t→+∞

ln t −
p

ln t =+∞

puis lim
t→+∞

t f2(t ) = +∞. D’après la règle « t α f (t ) », il vient que f2 n’est pas intégrable sur [1,+∞[ .

c. Soit X ∈
h

0,
π

2

h

. Alors

∫ X

0

(tan t )dt =

∫ X

0

sin t

cos t
dt =

�

− ln(cos t )
�X

0
= ln(cos X ).

Comme lim
X→π/2

cos X = 0, il vient que lim
X→π/2

ln(cos X ) = +∞.

On en conclut que f3 n’est pas intégrable sur [0,+∞[ .

d. φ : u 7→ arctan(u 2) est de classeC 1 et strictement croissante sur [0,+∞[.
De plus, lim

u→+∞
φ(u ) =

π

2

−
, d’oùφ([0,+∞[) =

h

0,
π

2

h

.

f4 est définie et continue sur
h

0,
π

2

h

= φ([0,+∞[). Donc f4 est intégrable sur
h

0,
π

2

h

si et seulement si

u 7→
p

tan(arctan(u 2)) ·
2u

1+u 4
=

2u 2

1+u 4
est intégrable sur [0,+∞[.

Or
2u

1+u 4
∼

u→+∞

2u

u 4
=

2

u 3
. Comme u 7→

1

u 3
n’est pas intégrable sur [1,+∞[, il vient par théorème

d’équivalence que u 7→
2u

1+u 4
est intégrable sur [1,+∞[ et donc sur [0,+∞[.

On en conclut que f4 est intégrable sur [0,+∞[ .

Exercice 2.

a. Soit X ∈ [0,+∞[. Alors

∫ X

0

f1(t )dt =

∫ X

0

arctan t

1+ t 2
dt =

�

(arctan t )2

2

�X

0

=
(arctan X )2

2
.

Comme lim
X→+∞

arctan X =
π

2
, on en conclut que f1 est intégrable sur [0,+∞[ et

∫ +∞

0

f1(t )dt =
π2

8
.

b. Soit X ∈ ]0, 1]. Alors

∫ 1

X

f2(t )dt =

∫ 1

X

e
p

t

p
t

dt =
�

−2e −
p

t
�1

X
= 2e −

p
X −2e .

Comme lim
X→0+

e −
p

X = e 0 = 1, il vient que f2 est intégrable sur ]0, 1] et

∫ 1

0

f2(t )dt = 2−2e .
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Soit X ∈ [1,+∞[. Alors

∫ X

1

f2(t )dt =

∫ X

1

e
p

t

p
t

dt =
�

−2e −
p

t
�1

X
= 2e −2e −

p
X .

Comme lim
X→+∞

e −
p

X = 0, il vient que f2 est intégrable sur [1,+∞[ et

∫ +∞

1

f2(t )dt = 2e .

On en conclut donc que f2 est intégrable sur ]0,+∞[ et que

∫ +∞

0

f2(t )dt = 2−2e +2e = 2 .

c. φ : u 7→ ln u est de classe C 1 et strictement croissante sur [1,+∞[. De plus lim
u→+∞

φ(u ) = +∞ d’où

φ([1,+∞[) = [0,+∞[.
f3 est définie et continue sur [0,+∞[=φ([1,+∞[). Donc f3 est intégrable sur [0,+∞[ si et seulement si

u 7→
1

1+ ch(ln u )
·

1

u
est intégrable sur [1,+∞[.

Or
1

1+ ch(ln u )
·

1

u
=

1

1+
e ln u + e − ln u

2

·
1

u
=

1

1+
u

2
+

1

2u

·
1

u
=

1

u +
u 2

2
+

1

2

=
2

u 2+2u +1
=

2

(u +1)2
.

Soit U ∈ [1,+∞[. Alors

∫ U

1

1

1+ ch(ln u )
du

u
=

∫ U

1

2

(u +1)2
du =

�

−
2

u +1

�U

1
= 1−

2

U +1
.

Comme lim
U→+∞

1

U +1
= 0, u 7→

1

1+ ch(ln u )
est intégrable sur [1,+∞[ et

∫ +∞

1

1

1+ ch(ln u )
du

u
= 1.

On conclut donc que f3 est intégrable sur [0,+∞[ et

∫ +∞

0

f3(t )dt = 1 .

Exercice 3. Pour α ∈R, on note fα : ]0,+∞[ → R

t 7→
t α+ t 2−α

t 3+
p

t

. On distingue trois cas.

(α< 2−α, i.e. α< 1) Alors, par théorème d’équivalence :

— fα(t ) ∼
t→0+

t α
p

t
=

1

t 1/2−α : donc fα est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si
1

2
−α< 1, i.e. α>−

1

2
;

— fα(t ) ∼
t→+∞

t 2−α

t 3
=

1

t α+1
: donc fα est intégrable sur [1,+∞[ si et seulement si α+1> 1, i.e. α> 0.

Donc fα est intégrable sur ]0,+∞[ si et seulement si α ∈ ]0, 1[.

(α= 2−α, i.e. α= 1) Alors fα(t ) = f1(t ) =
2t

t 3+
p

t
et, par théorème d’équivalence :

— f1(t ) ∼
t→0+

2t
p

t
= 2
p

t : donc f1 est intégrable sur ]0, 1] ;

— f1(t ) ∼
t→+∞

2t

t 3
=

2

t 2
: donc f1 est intégrable sur [1,+∞[.

(α> 2−α, i.e. α> 1) Alors, par théorème d’équivalence :

— fα(t ) ∼
t→0+

t 2−α
p

t
=

1

t α−3/2
: donc fα est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si α−

3

2
< 1, i.e. α<

5

2
;

— fα(t ) ∼
t→+∞

t α

t 3
=

1

t 3−α
: donc fα est intégrable sur [1,+∞[ si et seulement si 3−α> 1, i.e. α< 2.

Donc fα est intégrable sur ]0,+∞[ si et seulement si α ∈ ]1, 2[.

On en conclut que fα est intégrable sur ]0,+∞[ ⇐⇒ α ∈ ]0, 1[ ∪ {1} ∪ ]1, 2[ = ]0, 2[ .

- 2 / 2 -


