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Exercice 1. On cherche a résoudre I'équation du second degré (E) : x2—3x +2 = 0 par une méthode de
point fixe.

1. Déterminer les solutions exactes x; et x,.
Solution : on trouve x; =1 et x, =2

2. On envisage plusieurs solutions possibles pour le choix de la fonction g qui admet un point fixe. Parmi
elles, on considere :

gi(x) = 3x—2 (1)
2

g(x) = 3¢ (2)
x2-2

g(x) = 3 3)

Quelles sont parmi les fonctions g;, g, et g3, celles qui permettent de résoudre (E)?

Solution : Il faut vérifier que les fonctions vérifient g(x)= x < x>—3x+2=0.

Pour g; onabien v3x—2=x<3x—2=x>< x?>—3x+2=0

Pour g, onabien 75 =x <2=(3—x)x & x>—3x+2=0

Pour gz ona # =x & x?—2=3x & x?2—3x—2=0. Ce n'est pas I'équation a résoudre donc la
fonction g3 ne permet pas de résoudre (E).

3. Reproduisez et complétez le tableau ci-dessous pour les fonctions retenues a la question précédente :

pour x = Xx; | pour x = X,
3

g{(x) 1
g(x) 2
g,(x) | sansobjet | sansobjet

NI =D

4. Pour les fonctions retenues a la question 2 I'algorithme de point fixe peut-il converger, et vers quelle(s)
racine(s)?
Solution:

Pour g; l'algorithme ne peut pas converger vers x;, car la dérivée est supérieure a 1 en x;, et peut
converger vers x, car la dérivée en ce point est inférieure a 1.

Pour g, I'algorithme peut converger vers x; mais pas vers X, car la dérivée en x; est inférieure a 1 mais
pas celle en x,
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5. Dansles cas ot il peut y avoir convergence, quelles sont les valeurs admissibles pour le point de départ
X0
Solution :
Le point de départ doit étre tel que la fonction y est définie. Pour g; celadonnedonc3x—2 >0 x > %
Pour g, la condition est que x # 3.

6. Calculez les deux premiers itérés de la méthode de point fixe pour la fonction g, et un point de départ
X =0.
Solution : On remarque que '’on est bien dans le cadre de la condition posée a la question précédente.

Pour x5 =0, on appliquele schéma: x;,; = f(x;), on obtient g,(0) = % = x;. Puis x, = g»(x;) = gz(g) = g.

000
A_(l 1 1)

1. Quels sont les vecteurs b pour lesquels la résolution est possible ? On précisera le sous-espace auquel
ils appartiennent.

Exercice 2. Soit la matrice :

On envisage de résoudre le systeme Ax = b

Solution : Pour que la résolution soit possible, il faut que b € Im A, soitici b € Vec t((l)), cela revient
a dire que b est sur I'axe des ordonnées.

2
2. Pour un vecteur b* = (2), déterminer le plus proche vecteur de b* pour lequel la résolution est pos-

sible. Onle notera b. Donner la solution x;, du systéme Ax;, = b appartenant au sous-espace vectoriel
1

engendré par | 1
1

Solution : b est le projeté orthogonal de b sur ImA. Sans calcul on voit que b = (g) Les solutions

oooxﬁl_o
1 11 217\ 2
X3

Sans calcul on obtient x; + x, + x3 = 2. la solution x;, cherchée est

recherchées sont donc celles de :

Wl N Wl N WIN

3. Déterminer les valeurs singulieres de A. En déduire la matrice X de la décomposition en valeurs sin-
gulieres. (On ne demande pas les matrices U et V de la décomposition en valeurs singuliéres.)

Solution : Les valeurs singulieres sont les racines carrées des valeurs propres non nulles de AAT (ou
de AT A). Ici il est plus pratique de calculer AA" pour une raison de taille :

01
0 0O 0 0
AAT = ( ) x[0 1]= ( )
1 11 0 1 0 3
Iy a donc une seule valeur singuliere égale a v/3.
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On en déduit X :

v3 0 0
Zz(o 0 J

4. Donner I'expression de x, solution de Ax = b* en fonction de b*, %, U et V. (On ne demande pas de
calcul)

Solution : On a d’apreés le cours x = ATb* avec A" = VU T our:

»i =

o oy~
o o o

On peut le vérifier avec SCILAB :

-->A=[0,0,0;1,111]
A =

-->[U,S,V]=svd(A)

V =
- 0.5773503  0.8164966 0.
- 0.5773503 - 0.4082483 - 0.7071068
- 0.5773503 - 0.4082483  0.7071068
S —
1.7320508 0. 0.
0. 0
U =
0. - 1.
-1 0.

-->InvS=[1/sqrt(3) 0;0 0;0 0]
InvS =

0.5773503 0.
0.
0. 0.

(o}

-->VxInvSx*U'x[2;2]
ans =

0.6666667

0.6666667
0.6666667
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Exercice 3. On considére une matrice A de R” x R”.

1. Le conditionnement de A relativement a la norme 2 vaut :

Amax

cond,(A)= F
min

Démontrer cette expression.

Solution Revenons a la définition :
Ky = H‘A mz . W A |||2

Dans le cas ou A est hermitienne et définie positive, alors

1Al = p(a)
comme on I’a vu au théoréeme 3.6 donc

K2 =p(A)x p(A™)
Si on note A une valeur propre de A, alors il existe un vecteur v non nul, tel que :
Av=Av

De méme si on note u une valeur propre de A~!, alors il existe un vecteur w non nul, tel que :

uw = Alw

Dans ce cas on a donc en multipliant a gauche par A :

1
Aw=—w
u
donc
A=—
u
ce qui implique que
1
Amin =
Au‘leX
ou de facon équivalente
1
‘U, =
max Amm
donc
_ _ )Lmax
Ky = )Lmax-.umax - A
min

2. Soit B la matrice définie par

1 4
B= (1 4, 00001)

La commande SCILAB spec(B), qui permet de déterminer le spectre de B, donne
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-->spec(B)
ans =
0.0000020
5.000008

En déduire la valeur approximative du conditionnement de B en norme 2.
Solution : Le texte est équivoque car on est incité a utiliser la question 1 :

Amax

cond,(B)= r
min

On aici A,,,, =5.000008 et A,,;, =2.107% donc

=2.5%10"% =2500000

d,(B)~ =
condy(B)= 570

Enréalité, le résultat ne s’applique pas car B n’est pas symétrique. Elle est en revanche définie positive
car ses valeurs propres sont strictement positives. Pour calculer son conditionnement, il faut donc
passer par la définition de la norme 2 :

I Blll2= v/ p(B.BT)

Si on note @ =4,00001, le calcul donne :
1 4 1 1 17 1+4a
T _ _
B.B _(1 a)'(4 a)_(1+4a 1+a2)
Le calcul des valeurs propres de B.B” donne :

det(B.BT —A.1)=22—(18+a®).A+1071°

En négligeant 107'° devant les autres termes, on obtient p(B.BT) =18+ a? donc

1Blll2=+/p(B.BT)~v34~5,8

Avec

(B.BT) 1 (1+a2 —(1+4a))

T det(B.BT \—(1+4a) 17
etdet(B.BT)=1071° on obtient p((B.BT)™')~34.10"° donc
1Bl =5,8.10*

On en déduit
cond,(B)~34.10"

5
5, 00001) On trouve avec SCILAB les solu-

) N S5 . /
. Onrésout le systeme Bx =c avec c = 5 puis avecC ¢ =

tions respectives x et x’ suivantes :
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-->linsolve(B, -[5;51])
ans =

5.
1.288D-09

-->linsolve(B,-[5;5.00001])
ans =

Ces résultats sont-ils cohérents avec la question qui précede? (On expliquera pourquoi)

. R . . 1 1z
Solution : On observe que le systétme Bx = ¢’ a bien pour solution exacte x’ = (1) On peut considérer

0 0
2 ~ / — / N — —
¢ comme un second membre perturbé par rapporta ¢’ avec ¢ =c’+Ac ol Ac = (0.00001) = (10_5)

On applique donc le résultat portant sur la perturbation du second membre d'un systéme linéaire :

A A
Azl _ o NAC

1l lle’ll

4)

En utilisant les normes euclidiennes, on a :

A A
a5l _ o Al

lxl lle’ll

1 5 —4
i =x'"—x= — ~
IciAx=x"—x (1) (1.28810_09) ( 1 ) donc

Axlly~v17~4

%12 =1, ll¢"ll2 5, |Ac]l = 1072,

done lAx], 4
X
2 2y
lxfla 1
et au second membre
lAcll, 107°

Kko(B) ~2.5x 10+6'T =5

lle’ll2
La majoration 22 est donc bien vérifiée, et le résultat obtenu est cohérent avec celui du conditionne-
ment de B.

. Mickey dispose d’'une machine ou1 les nombres réels sont représentés (sous forme décimale) par une
partie fractionnaire a trois chiffres, comprise entre 0 et 1, et un exposant a un chiffre. Par exemple 42, 3
est représenté par 0,423E2 ou 0,00123 par 0,123 E —2.

Que devient la matrice B si on la représente sur cette machine? Quel probleme cela peut-il poser a
Mickey?
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Solution Dans

1 4
B_(l 4,00001)

le terme en position (2,2) va étre remplacé par 4 donc la matrice devient singuliere. Mickey va donc
étre amené a utiliser une décomposition en valeurs singuliéres pour résoudre ce systeme. Il se peut
qu’il ne trouve pas solution unique.

1 2 =2 1
Exercice 4. SoientlamatriceA=|(1 1 1 |, levecteur b=/ 0 |et x©® unvecteur de R? donné.
2 2 1 1

On s’intéresse a la résolution du systeme Ax = b par des méthodes itératives.

1. Méthode de Jacobi

(a) Ecrirelaméthode de Jacobi pourla résolution du systéme Ax = b, sous forme x*+!) = B; xF+¢;.

1 2 =2
Solution: A=|1 1 1 |donconladécomposesouslaformeA=D—(E+F)avecD=1I,E+
2 2
0 —2 2
F=1-1 0 -1
-2 -2 0
Il vient :
o —2 2
Bj=E+F=|-1 0 —-1] et ¢;=b
—2 -2 0

(b) Calculer le rayon spectral de B; et en déduire sila méthode de Jacobi converge.
Solution : Les valeurs propres de B; sont toutes nulles :

-2 =2 2| -2 =2 o0
det(B, —AI)=|-1 —A —l|=|-1 —A —1-A|=-A°
—2 =2 —Al |2 —2 —a-2

donc p(B;)=0< 1.1l s’ensuit que la méthode converge.

0
(c) Calculer xV et x® pour x@={ 0
0
Solution : On utilise x**V = B; x®) + p. 1l vient x!) = B;x© + b = b, puis x» = B;xW+ b =
0o -2 2 1 1 2 1 3
-1 0 —=1|x[O0]+{0]|=[—-2|+{0]|=|—2
-2 =2 0 1 1 —2 1 -1

2. Méthode de Gauss-Seidel

(k+1) —

(@) Ecrire la méthode de Gauss-Seidel pour la résolution du systeme Ax = b, sous forme x
Bc;sx(k)‘i‘ Cgs-
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1 00
Solution : On décompose A sous la formeD —E—F avecD—E ={1 1 0 | et on en déduit
2 21

d’apres 'indication du texte

1 0 0 0 —2 2 0 —2 2
Bes=(D—E)'F=[-1 1 0|x|{0 0 —-1|=|0 2 -3
0 -2 1 0 0 0 0 0 2
De plus
1 0 0\ [1 1
cgs=(D—E)tb=|-1 1 ol.[o|=[-1
0o —2 1/ \1 1

(b) Calculer le rayon spectral de Bgs et en déduire si la méthode de Gauss-Seidel converge.
Solution : On cherche les valeurs propres de Bgs :

-1 =2 2
det(Bos—AI)=|0 2—A =3 |[=—A(2—A)
0 0 2—A
donc p(Bgs =2 > 1:laméthode diverge.
N.B. : On fournit le calcul suivant :

-1

1 0 0 1 0

1 1 0 =|-1 1 0

2 2 1 0o -2 1

-8/22-



