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Différents types de convergence

La convergence de v.a. est une notion essentielle en probabilités et méne a certains
résultats fondamentaux (LGN, TCL, ...). Plusieurs modes de convergence sont possibles
en probabilités, ils sont introduits dans ce chapitre, dans lequel les suites de v.a. sont
supposées construites sur un espace de probabilité (Q,Z,P).

Ici nous allons voir 4 types de convergences, a savoir convergence

m presque siire

en probabilité
® en norme p

m en loi

La convergence de v.a. correspond a la convergence des fonctions. Pour les fonctions, la
convergence la plus faible est la convergence simple qui s'énonce pour des v.a. de la
facon suivante :

VYo e Q,Xp(w) = X(w).

En probabilité (et plus généralement en théorie de la mesure), il est trop restrictif de
demander la convergence pour tous les w € Q.
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Convergence presque sire

A la place, on considére la convergence presque siire :

Définition 1

Une suite de v.a. (Xp)nen converge presque siirement vers X si P(X, — X)=1. On note
cette convergence par X, B X

Remarque 1 : Ceci est équivalent a dire

IN e F,P(N)=0,Yow e N, Xp(w) — X (w).

Remarque 2 : Si la limite presque siire de (Xp)n existe, alors elle est essentiellement
unique, i.e.

(Xn 25 X et X, 22 X = X=X, P-p.s.
En effet, soit N,N' € &, t.q. P(N)=0=P(N’') venant de la Remarque 1. En prenant

N=NuN’, on obtient grace a I'inégalite P(N) <P(N)+P(N') que pour tout
weN¢, X(w)=X"(w), ie. P(X=X)=1,P-p.s..
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Exemple

Exemple 2

Voici un exemple de suite de v.a. (Xp)pen+, défini sur (Q,%,P) 'espace de probabilité
(ou I'espace probabilis¢) (P(Q2) =1) ou Q=][0,1], & = 2([0,1]) la tribu borélienne sur
I'univers Q (I'ensemble de toutes les issues (résultats) qui peuvent étre obtenues au cours
d’une expérience aléatoire) et P =21 mesure de Lebesgue, qui converge presque siirement
mais qui ne converge pas partout :

Xn(@) = nx[o1/n)(®),¥ne N*, Yo e Q.

On a X, — 0,P—p.s., en effet si N ={0}, alors w e N = X,(w) —0;
et il n'est pas vrai pour cet exemple que X,(w) — 0 pour tout w € Q, car
Xn(0)=n— oo.

Rappel : La tribu borélienne de [0,1], 2(Q) est la plus petite o-algébre sur Q contenant
tous les ensembles ouverts de Q.
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Lemmes de Borel-Cantelli

Les lemmes de Borel-Cantelli concernent les liminf et limsup d'événements. C'est la clé
pour beaucoup de problémes concernant la convergence presque siire, comme nous le
verrons plus tard.

Théoréme 3 (Lemme de Borel-Cantelli)

Soit (An)nen une suite (infinie) d’événements d’un espace de probabilité (Q,%,P). On a

i) Yps1P(An) < +co= [F’(Iim supA,,) =0.

n—+oo

it) Siles A sont indépendants, ¥ ,>1 P(Ap) = +oo= [P’(Iim supAn) =1

n—+oo

Quelques rappels concernant limsup et liminf :
limsupAp def N U Ak=:A" et liminf A, def U N Ak =:A..
n—+oo n=1k>n n—+oo n=1k>n
Noter que Ay c A*. En effet Ny~ Ax < Ag pour tout g>n. On a donc
Nk>nAk ©Ug>pAq pour tout peN*. On a alors pour tout n :

N Axc ) U Ag=A", finalement |J [ Axc A"
k>n p=19>p n=1lk>n

C'est a dire A, c A*.
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limsup et liminf

Puis, les régles élémentaires sur U, N et la complémentarité, notée par €, donnent sans
difficulté

(A%)C = (A)x.
De plus, A* et A, ont les interprétations suivantes :
Propriété 1
Soit (A;)jen une collection infinie d’ensembles. Alors

i) "A partir d'un certain rang, o est dans tous les A;" s'écrit

wE U ﬂAj (=A*).

i=0j>i
i) "w est dans une infinité de A;" s'écrit

weNUA (=A").

i20j>i

On écrit parfois {Ap i.s.} ou i.s. signifie "infiniment souvent".
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Démonstration :

i) Soit w qui, a partir d'un certain rang, est dans tous les A;. On traduit cela de la
facon suivante : il existe un rang i tel que pour tout rand j >/, w est dans Aj.

D’aprés la signification des symboles V, 3, n et U, cela revient a écrire

wE U n A_/
i=0 J>i ~~
S~~~ ~— w est
il existe pour tout dans Aj
i=0 J>i

ii) Dire que w est dans une infinité de A; est équivalent a dire que
" pour tout p, il existe g>p avec w dans Ag".

En effet, si tel est le cas, w est bien dans une infinité de A; car, d'aprés cette
propriété,

- avec p=0, il existe p1 > p tel que w est dans Ap,,

- avec p=py, il existe pp > py tel que w est dans Ap,,

- avec p=po, il existe p3 > py tel que w est dans Ap;,

- avec p=pp, il existe p,1 > pn tel que w est dans Ap__;,

et finalement, w est dans chaque Ap,, n€N*, c'est-a-dire dans une infinité de A;.
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Réciproquement, s'il est dans une infinité de A;, alors pour tout p on trouve g > p tel que
w € Aq, sinon, ce serait qu'il existe p tel que pour g > p, w n'est pas dans Ag. Ou encore :
w ne peut appartenir qu'aux A; d'indices i < p, c’est-a-dire seulement un nombre fini
d'entre eux, ce qui est faux.
Donc, pour ce deuxiéme point, pour tout p, on trouve g > p, tel que w € Aq, en langage
VY, 3, cela s'écrit
we U Aq
p=0 q>p =~
—~— ~—~—~  est

pour tout il existe dans Aq
p=0 q>p

Lien entre liminf, limsup d’ensembles et de fonctions

Rappel : Pour une suite réelle u=(up)pen, on définit ses limites supérieur et inférieure par

Uy :=liminfup, =sup inf uy
n—+oo nzOkE”
s .
u™ :=limsupup = inf sup uy
n—+oo n=0g>p
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Ce sont les plus petite et plus grande valeurs d'adhérence de la suite u. On a toujours
us<u*

et il y a égalité ssi la suite u converge; de plus si tel est le cas limp— 400 tinp = ux = u*. En
plus, en changeant le signe, les limites inférieure et supérieure s'échangent :

*

0 —
(—u)s =-u".

Pour une suite de fonctions (f),>0, on définit des fonctions limites inférieure et
supérieure de la facon suivante :

o wroN 1
f*(x)—umlggfn(x), f (x)—ILTiL;gfn(x).

Propriété 2

Soit (An)nen une suite d'ensemble mesurables, on a

(a)«=1a,, (1a)" =1p-.

Démonstration : Il suffit de le faire pour (14)*. Or we (14)* si Vk,In=k t.q. we Ap.
On a donc Yk,3n= k avec 14,(w) =1 ou encore inf =0 SUP =k Lagw) =1 c'est-a-dire
(lA(w))* =1. Manifestement, il s'agit d'une équivalence. O
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Définition 4 (Convergence d’ensembles)

On dit qu'une suite d'ensemble (Ap)nqen converge vers A et on note Ap — A, n— +oo, si

A*=A,=A

On montre alors aussi :

Propriété 3

P(A.) < (P(A))« < (P(A))* <P(A*).

On en déduit que
An—A=>P(Ap) —P(A), n— +oo.

Démonstration : Soient By =Ugsp Ak €t Cp=NksnAk. Alors (Bn)pen est une suite
décroissante d'ensembles, de limite A* et (Cp)nen est une suite croissante d’ensembles,
de limite A,. D'aprés la propriété de convergence monotone des mesures (de
probabilités), on a

P(An) <P(Bn) —P(A%)
et

P(An) =P(Cn) — P(A4)

On en déduit P(Ax) < (P(A))« et (P(A))* =P(A*). Le second point est clair car les
limites supérieure et inférieure coincident lorsque A, — A, n— +oo.
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Preuve du lemme de Borel-Cantelli

Démonstration :

i) Par définition, limsupAp € UmznAm pour tout n=0. On a donc
n—+o0

P(IimsupAn) SIP( U Am) < Y P(Am). (1)
n—+oo m=n m=n

Or Y m=nP(Am) est le reste d’'ordre n de la série convergente )1 P(Ap).

Comme le reste d'une série convergente tend vers 0, un passage a la limite n— +oo
dans (1) conclut.

X

ii) Soit M < N < +oco. L'indépendance et I'inégalité 1—x < e ™ impliquent

N N N
"J’( N (An)c): [T (1-P(A) = ] e P(A)
n=M

n=M n=M

N
e Zn-mP(An) L quand N — +oo.

Ainsi P(Up=pAn) =1 pour tout M et puisque Upsp An | A*, il s’en suit que
P(A*)=1. O
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les autres types de convergence : Convergence en probabilité

Soit (Xn)nen une suite de v.a. pas nécessairement indépendantes, ni identiquement
distribuées, ainsi qu'une v.a.

Définition 5

Nous disons que (Xp)nen converge en probabilité vers X si

Ve>0, nﬂTOOP(lX,, -X|>¢)=0.

. , P
Ceciest noté : X — X
n—-+oo

Interprétation : Cette notion de convergence peut se comprendre de la maniére suivante.
Pour tout écart ¢ fixé, lorsque n devient trés grand, il est de moins en moins probable
d'observer un écart, supérieur a I'écart donné, entre Xj et X.
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Exemple 6

Soit a>0 un nombre fixé. Soient la v.a. X =0 et la suite de v.a. (X;)pen t.q. :
VneN,P(Xp=n)=1 et P(X,=0)=1-1.
Il est facile alors de constater que, pour tout £ >0 fixé et pour tout n=1, nous avons :

P(IXn - X > €) =P(1Xnl > €) =P(Xa =n) = L 0.

. L. P
Ainsi nous en déduisons X, — 0.
n—+oo
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les autres types de convergence : Convergence en norme p

On rappelle que pour p=1, on définit les espaces LP, pour un espace probabilisé
(Q,Z,P), par :
LP(Q,%,P) = (X: Q=R tq. X, = (E[XIP])}/P < +oo}.
Ce sont des espaces de Banach pour la norme |-[l,. Remarquez que pour p=2,
[2(Q,Z,P) est un espace de Hilbert car la norme 2 dérive du produit scalaire suivant
(X,Y)=E[XY].

Définition 7
On dit qu’une suite de v.a. (Xp)nen converge en norme p vers X si | Xp — Xllp — 0 quand
n— +oo, c'est-a-dire
lim E[IX,—XIIP]=0.
n—+oo

LP
On note la convergence en norme p, par Xp - X.
n—+oo

Exemple 8

Soit (Xn)nen+ une suite de v.a. telle que pour tout neN*, X, ~.#(0,n~2). Alors Comme
2
E[ly/AXnl?] = nE[X2] = nxn2=1 -0 doa X, = 0.
n—+oo
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les autres types de convergence : Convergence en loi

Définition 9
On dit qu'une suite de v.a. (Xp)nen converge en loi vers X si en tout point de continuité
teR de Fx(t), nous avons

Sim Fx, (t) = Fx(t).

Ceci est noté X, Z, X.
n—-+0o

Exemple 10

Soit (Yn)nen une suite de v.a. i.i.d. de loi Exponentielle (i.e. de fonction densité
fy, (t) = BePt1,.0). Nous posons X, =mini<j<p, Y;. On trouve que

Fx,(t)=(1-e ") 10 — 140.

n—+oo

La fonction de répartition de la v.a. définie par P(X =0) =1 est donnée par Fx(t) =1;0.
Nous constatons donc limp—. 100 Fx, (t) = Fx(t) en tout point de continuité de Fy,

) T . o 4
c'est-a-dire pour tout nombre réel t #0. Donc on a bien X, - X.
n—+oo
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une autre définition de la convergence presque siire

Théoréme 11

Xn 22 X o Ve>0, IP’(supIXm X|>£) — 0.
n—+00 it n—+00

, . .S. .S. . . N
Démonstration : Comme X, Ps x o Xp—-X p—+» 0, il suffit de montrer le théoréme
n—+00

n—+oo

dans le cas ou X =0, i.e.

Xn P-s; 0o Ve>0, [F’(suple|>£) — 0.
—+00

n—+oo m=n

Cas = : Soit £ >0. Posons Ap(€) = {supmsn | Xml>¢} et C={limp_i0oXn =0} et
Bn(g) = CnAp(e) pour tout neN*. On a B, 1(€) € Bn(€), et Np>1 Bn(e) =@. D'od

||m [P’(Bn (ﬂ Bn(e )

nz1
Comme P(C)=1,P(C€) =0, on obtient donc
P(Ba(c)) = P(C 1 An(e)) = 1 ~P(CE U (An(e))°)
=1-P(C)=P((An(£))) +P(C N (An(£))))
=P(An(£)) +P(C N (An(£))9))
=P(An(e)). O
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Cas < : Supposons limp—.100P(An(€)) =0 et posons D(¢) ={(IX])* >¢}. On a
D(g) c An(€) pour tout neN*, alors P(D(¢))=0. On a

= {nﬂTooXn ¢O}Ckgl{(|X|)* g %},

donc
1-P(C)= Y. P(D(1/K)) =0,
k#1

qui implique que P(C) =1, i.e. Xp nﬁ 0.

—+00
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un exercice d'application du lemme de Borel-Cantelli

Montrons que
Ve>0, Y P(IXp—X|>¢e) <+oo= Xy — X, p.s.

n=1

Démonstration : Notons Ap, :={| X, — X| > €} pour tout ne N*. Par hypothése,
Y n=1P(Ap) < +oo.

D'apreés le lemme de Borel-Cantelli, on a P(A*) =0, i.e. P((A*)¢) =1, ou encore
P((A)«)=1. D'ou

P({a partir d'un certain rang w est dans tous les (A;)¢}) =1.

C'est-a-dire qu'il existe Be & tel que P(B) =1, pour tout we B, il existe ng(w) e N* tel
que pour tout n= ng(w), we (An)€ (ou encore w ¢ Ap), i.e. | Xp(w)—X(w)lz€. D'od

Xp— Xp.-s.
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Vecteurs Aléatoires

Des variables aléatoires uni-dimensionnelles ont été introduites pendant le cours de
Probabilités 1. De facon analogue nous définissons des variables aléatoires
multi-dimensionnelles (ou des vecteurs aléatoires).

Quelques rappels :

La Tribu Borélienne de R", %8(R"), est définie comme étant la tribu engendrée par les
ouverts de R", dont les éléments sont appelés ensembles boréliens. La tribu borélienne R"
est engendrée par les pavés (produit d'intervalles).

B(R") = U({]_[lr]:l]a;,b,'[, a;,bj €R, a; < b;,Vi})
La mesure de Lebesgue A, sur R" est définie par An(I17_4 |a;, bi[, a;, b)) =TI} (b; — a;)

(revoir le cours de Mesure-Intégration)

Définition 12 (vecteur aléatoire n-dimensionnel)

Soit (Q,Z,P) un espace de probabilité. On dit que X est vecteur aléatoire de dimension
n=1 X:Q— R" est mesurable, i.e. lorsque

{weQ t.q. X(0)e B} e F,VBeB(R"). (2)

{weQ t.q. X(w)e B} :=X"1(B) et la propriété (2) est notée par X 1(B(R")) c Z.
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Propriété 4
Soit € un ensemble d'éléments de R" t.q. o(€) = B(R"). Alors

X est mesurable @X_l(%) cZ.

Démonstration : Le sens < étant claire. Montrons le sens = : Supposons que

X~1(C) e Z pour tout Ce%. On doit montrer que X 1(A)e€.F pour tout A€ B(R").
Notons que X 1(UnAp) = UnX"1(An), X 1(nnAn) = UnX"L(Ap), et
X~L(AS)=(X7L1(A))C. Soit U={Ae B(R"), t.q. X 1(A) e F}. Alors € c U, et comme
X~1 commutes avec des intersections et unions dénombrables, et compléments, il vient
alors U est une tribu. Alors o(€)c U, et Uc B(R"), et comme B(R")=0(%) on
conclut alors Z(R") = U, et donc X 1(B(R")) co(X~1(¢))c Z. O

Corollaire 1

X =(X1,...,Xn) est un vecteur aléatoire si et seulement si

{we tq. X(w)sty,...,Xn(w) < thl € F,V1ty,..., theR.

n
C'est-a-dire lorsque ( N{Xi= t;}) €F,Vit1,...,thER.
i=1
Démonstration : Prendre € = {H7:1] —oo,ti], ti R, Vi€ {1,...,n}}. O
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Il existe deux classes importantes de vecteurs aléatoires :

Définition 13 (Vecteur aléatoire absolument continue)

Soit X un vecteur aléatoire, on |'appelle vecteur aléatoire absolument continu si

P({X € B})=0, VB e %B(R") t.q. 1n(B)=0.

C'est-a-dire que px est absolument continue par rapport a la mesure 1, ol px est la
mesure de probabilité définie par

ux(B) =P({X € B}),vB € (R").

Rappelons que une mesure u est absolument continue par rapport a la mesure A, si pour
tout Ae %B(R"),
An(A)=0=p(A)=0.

On dit aussi que u est dominée par 1, que I'on note, dans ce cours, par p<<Ay.

Dans ce cas, d'aprés le Théoréme de Radon-Nikodym, il existe une fonction mesurable
fx :R" — R positive t.q.

/Jx(B) = fB fX d/ln,VB € %(Rn).
i.e. fx est~|a densité de px par rapport 8 Ap. fx est unique Ap-presque partout (i.e.
An({fx # fx}) =0).
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Lorsque X est un vecteur aléatoire absolument continu, on appelle fx la fonction de
densité de X ou la fonction de densité conjointe de X1,...,Xp.

Remarquons que fx =0 et [fx dAd,=1. On note [gA, par [g(x)dx.

Définition 14 (Vecteur aléatoire discret)

Soit X un vecteur aléatoire, on I'appelle vecteur aléatoire discret si X prend ses valeurs
dans un sous-espace dénombrable de R”. C'est-a-dire

3B € B(R") dénombrable t.q. ux(B)=1.

Dans ce cas, on appelle fonction de masse de X ou distribution de probabilité discréte
multivariée des variables aléatoires discrétes Xi,...,X, et on note my ou M(X1, Xn) la
fonction définie par

m(Xl,...,Xn)(Xl""’X”) = IP( Q{X,- = x,-}) =mx(x)=P(X=x),x€B, 3)

ol B est le domaine (c'es-a-dire I'ensemble de toutes les valeurs permises) du vecteur
aléatoire discret X, dénombrable.
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myx a les propriétés suivantes (montrez les) :

(i) 0=mx(x) =1 pour tout x€ B;
(i) Lxepmx(x)=1;
(i) Si By < B, alors

P(XeBy)= ) mx(x).
X€Bl

Définition 15

La fonction FiXt,. X0) :R" — [0,1] définie par F(Xl,...,X,,)(X) =P(X1=x1,...,Xn=<Xxp) est
appelée la fonction de répartition de X, notée dans ce cours par, Fx(x).

Donc pour un vecteur aléatoire discret X, on a
Fx(x)= ) mx(y).

y=x
C'est-a-dire
F(Xl,...,Xn)(Xl""’X”): Z Z I]:"(Xl =¥Y1,..-,X2 :yn).
y1sx1,y1€B1 ynsxn,yn€Bs
Et pour un vecteur aléatoire X absolument continu, on a

FX(X)=#X(H,71]—°O,X:'])=[H fx(}/)dy=f_):o“'f_):fx()/1,--~,)/n)d)/1 ... dyn.

7:1]_°°,Xi]
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Soit X un vecteur aléatoire discret et soit / un sous-ensemble d'indices de {1,...,n} de

cardinal k < n. C'est-a-dire qu'il existe iy,...,ik €{1,...,n} t.q. if <ip <...<ip.
Que vaut m(Xil)"ink
(X; Xi.)-

[PERERE)

)(x,-l,...,x,-k)? appelée la fonction de densité marginale de

Prenons n=3 et k=2 avec i1 =1 et ip =3 pour simplifier les calculs et donc

m(x, x;)(x1,x3) =P(X1 = x1, X3 =x3) =P UB X1 =x1, X3 =x3,X2 =y}
yeb2

D'ou par I'union d'événements disjoints et I'additivité de P, on obtient :

Mixy,x3)(X1x3) = Y P(IX1=x1,X0=y,X3=x3}) = 3 m(x, x,,x5)(X1,Y:%3).

yeBo yeBo
Exercise : Généraliser pour n et k quelconques.

De facon analogue, on obtient les fonctions F(X,- Xi,) appelées fonctions de
100Nk

répartitions marginales :

Exemple avec n=2 et k=1 ol on prend i1 =1:

Fx,(x)= 3 mx; (xX')= 3 Y m(x; x,)(x',y).

x'<x x'sx Y
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Pour la simplicité prenons n=2. C'est-a-dire que nous nous occupons des vecteurs
aléatoires bidimensionnels. Le théoréme suivant peut se généraliser au cas ot n=2,3,4....

Théoréme 16
Soit X =(Y,Z) un vecteur aléatoire bidimensionnel ayant une densité f sur R2. Alors

a) Y et Z ont pour fonctions de densités sur (R,%(R)) données par

0= [ rnads )= [ f(na)dy.

b) Y et Z sont indépendantes si et seulement si
fx(v,z) =fy(y)fz(z) Ao — presque partout.

c) La formule précédente permet de définir une autre fonction de densité sur R a tout

point y €R t.q. fy (t) #0 :
fx(y,2)
fy—,(z):= 2=,
=(2) fy (2)
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Démonstration :

a) Pour tout Ae (R), on a

IP(YEA):IF’(XeAx[R{):ffAXRfX(y,z)dydz

:fA(f_ZfX(y,z)dz)dyzfAfy(y)d%

et comme |'égalité est vraie pour tout A€ %B(R) on obtient donc py (A) = [4fy(y)dy
avec fy(y) =0 et py(%(R))=1. D'od fy est une fonction de densité de Y.

La preuve pour Z est la méme.

b) Supposons que fx(y,z) = fy(y)fz(z). Alors
P(YeAZeB)= [ [1ap(r.2)fx(v.2)dydz
=...=P(YeAP(Y eB),

et puisque A et B sont des boréliens arbitraires, Y et Z sont des v.a. indépendantes.

Le sens inverse est laissé en exercice (penser a appliquer le théoréme de Tonelli-Fubini).
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c)On a

[fy:y(z)dz:foo fx(r.2) dz

—o fy(2)

1 © 1
- oy LR dz= s () =1

Comme fy_,(z) est positive, mesurable, d'intégrale égale a 1, alors c’est une fonction de
densité. O
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Tournons notre attention vers des fonctions des vecteurs aléatoires, ici de dimension n.
Le probléme est le suivant :

Soit g:R" — R" une fonction borélienne, c'est-a-dire que pour tout B € B(R"),
g 1(B) € B(R"). Soit X = (Xq,...,Xn) un vecteur aléatoire admettant une densité notée
fx, quelle est la densité de Y =g(X) en termes de fx ?

Rappelons-nous que si g est une fonction dérivable de G, un ouvert de R", dans R", sa
matrice Jacobienne Jg(x) au point G est Jg(x) = g—f(x) (c’est-a-dire (Jg(x));; = g—i’(x)
ot g =(g1,82,---,8n))- Le Jacobien de g au point x est le déterminant de la matrice
Jacobienne Jg(x). Si le Jacobien n'est pas égal a 0, alors g est inversible sur un voisinage

1

de x, et le Jacobien de la fonction inverse g™+ au point y = g(x) est l'inverse du Jacobien

de g au point x, c'est-a-dire det(Jgfl (g(x)= m.
g

Théoréme 17 (Formule de Transformation Jacobienne (changement de variable))

Soit G un ouvert de R" et soit g : G —R" une fonction C1. Supposons que g est injective
sur G et son Jacobien n'est pas nul. Alors pour f mesurable et telle que f1 2(G) st

positive ou intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue, on a

fg o) (= | ) det(Jg ()

ot g(G)={yeR": il existe xe G avec g(x)=y}.

v
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Application de la formule de transformation Jacobienne aux fonctions de
densités

Théoréme 18

Soit X =(Xq,...,Xn) un vecteur aléatoire admettant une densité f. Soit g :R" —R" une
fonction C1 et injective, avec son Jacobien qui n’est pas nul. Alors le vecteur aléatoire
Y = g(x) admet une densité, appelée fy définie par

fy (v) = fx (87 (v))det(Jy-1 () L g (@n) (¥),

pour tout y €R" od g(R")={y eR" : il existe xeR" avec g(x)=y}.

Démonstration : Les propriétés de g impliquent que G est un ouvert et que la fonction
inverse g1 est bien définie sur G et est C1 avec son Jacobien non nul. Soit B € (R"),
et A=g~1(B). On a

P(X € A)= fA i (x) dx = fg ) X = fB (g1 (x))Idet(J,-1 (x)) I dx

grace la formule transformation Jacobienne avec g~1. Mais on a aussi
P(Y € B)=P(X € A), puisque P(X € A) = [g fy(y)dy. Comme B e B(R") est arbitraire,
on conclut que

Fx (g1 (x))ldet(Jy-1(x))I = fy (x).
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On peut donner un corollaire ol on peut traiter le cas ou g n'est pas injective mais
néanmoins C1 :

Propriété 5

Soit S € B(R") tel que S est la réunion disjointe de sous-ensembles Sg, S1,...,Sm tels
que UZ,S; =S, et que An(Sg) =0 et que pour tout i €{l,...,m}, g:S; —R" est injective
et C1 de Jacobien non nul. Soit Y =g(X), oil X est un vecteur aléatoire n-dimensionnel
a valeurs dans S et admettant une densité fx. Alors Y admet une densité donnée par

Fr(y) = fl felg ())Idet (g1 ()15 (),

pour tout y € R" on gl._l est la fonction inverse gl._1 :g(S;))—S; et Jg'_l est sa matrice
1

Jacobienne correspondante et g(S;)={y eR" : Ixe S;, g(x) = y}.
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Notions d'Indépendance, d'Espérance, de Covariance, de Corrélation, .. .

Rappelons quelques propriétés connues :

Définition 19 (Covariance de deux v.a. rélles)

Soient X et Y deux v.a. réelles t.q. Var(X), Var(X) < +co. La covariance de X, Y est
définie par
Cov(X,Y)=E[(X -E[X])(Y -E[Y])] =E[XY]-E[X]E[Y].

Notons que E[XY] existe, en effet X et Y ont des variances finies, donc elles
appartiennent a L2(Q2). Comme [XY|< 3X2+3 Y2 d'ou XY e L1(Q).

Remarque : Cov(X, X) = Var(X).

Théoréme 20

Soient X et Y deux v.a. réelles. Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y)=0.

Démonstration : X et Y indépendants impliquent que E[XY]=E[X]E[Y], d'ou le
résultat O

Le sens opposé n'est pas vrai toujours; en effet soient X et Y, deux v.a. indépendantes,
chacune de moments d'ordres un et deux finis t.q. E[Y]=0. Alors on a
Cov(X,XY)=E[X2Y] =0 qui est nul, alors que X et XY sont dépendants.
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Définition 21
Soient X et Y deux v.a. chacune admettant une variance finie. Le coefficient de
corrélation de X et Y est le nombre

_ Cov(X,Y)
P= e(X)a(Y)’

ot o(X) = /Var(X) et o(Y) = y/Var(Y).

Remarque : Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz (i.e. |[E[XY]| < ([E[X2][E[Y2])1/2) ona
toujours —1<p<1et X et Y indépendants impliquent que p =0 par le Théoréme 20.

Définition 22 (espérance d'un vecteur aléatoire)

Soit X un vecteur aléatoire de dimension n, on définit |'espérance de X par

E[X] = (E[X1],E[Xo), .., E[Xn]) € R".
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Définition 23 (la matrice de covariance)

Soit X = (Xq,...,Xn) un vecteur aléatoire de dimension n t.q. pour tout i, X; € L2(Q). La
matrice de covariance de X, notée par V(X) est définie comme étant une matrice de

taille nx n de terme général
\/(X),‘j =COV(X,',XJ').

| A\

Théoréme 24

La matrice des variances-covariances (ou la matrice de covariance) est symétrique et
semi-définie positive, i.e. V(X);; =V(X)j; pour tous i,j et (a,V(X)a)gn =0 pour tout
a=(ag,...,an) €R".

Démonstration : Comme pour tous /,j, Cov(X;, X;) = Cov(Xj,X;) d'oti V(X) est
symétrique. Soit ae€R". On a

(a,V(X)a)mn = Y ajajCov(X;,X;)

l<i,j<n
= Y aEXiXj]- Y aaE[X]ELX]]
l<ij=n l<i,j=n

(o) ] -8, 50

= E[(a,X)2n] - E[(a,X)gn]? = Var((a,X)gn)=0 [,
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Théoréme 25

X =(X1,...,Xn) un vecteur aléatoire si et seulement si pour tout 1<i<n, X; est une
variable aléatoire.

Théoréme 1

| A\

Soit X un vecteur aléatoire de dimension n de matrice de covariance V(X). Soit A une
matrice de taille mx n et posons Y = AX. Alors Y est un vecteur aléatoire et sa matrice
de covariance est V(Y)=ACA’ ou A’ est désigne la matrice transposée de A.

Démonstration : Pour montrer que Y est un vecteur aléatoire on utilise le Théoréme 25
en remarquant que Y =(g1(X),...,gm(X)) od g; :R" — R avec gj(x) = zf:l Ajjx; qui est
une fonction continue pour tout i €{1,...,m} et comme X est un vecteur aléatoire d'ol
g;(X) est une variable aléatoire.

Pour tous i,j € {1,...,m}, V(Y);; =E[g;(X)g;(X)] - E[g;(X)]E[g;(X)] d'our en développant
et simplifiant on trouve V(Y);i = ¥1<p g<nAipAigCov(Xp, Xq) = (AV(X)A);, i.e.

V(AX) = AV(X)A'.
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Définition 26
Soit X un vecteur aléatoire de dimension n admettant une fonction de densité fy et

g :R" — R une fonction positive alors on défini I'espérance E[g(X)] de la v.a. g(X) par la
formule

Ele(X)]= [ g0 (x)de

qui est toujours une quantité bien définie méme si elle peut prendre la valeur +co. Si g
est de signe quelconque et E[|g(X)I] <oo alors on dit que g(X) est intégrable et on peut
définir |'espérance de g(X) par la formule ci-dessus. Si g(X) n'est pas intégrable
I'intégrale dans la formule ci-dessus n’est pas bien définie.

Définition 27
Soit X un vecteur aléatoire discret de dimension n, notons myx sa fonction de masse et

Bx I'ensemble dénombrable de %Bgn t.q. ux (X € Bx)=1. Soit g une fonction t.q.
Y xeBy 18(x)I < +oo, alors on définit E[g(X)] par

Elg(X)]= 2. &(x)mx(x).

XGBX

| \

A\
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Lorsque vous avez une fonction g:R" — R on peut utiliser la formule de transformation
Jacobienne (Théoréme 17), on arrive a déterminer fy gréace a la fonction de répartition
de Y, Fy oi Y =g(X) avec X admettant une fonction de densité :

On a

Fr)=p(ren=[ - hd)dx

Supposons qu'il existe une fonction h:R" — R t.q.
&(x1,%0,--sxn) Sy = x1 < h(y, X2, Xn).

Alors

Fy(y)= f{xew £(x)=y) fx (x) dx

(y,x2,-,%n)
f f (f fx(x1,x2,...,xn) | dxa ... dxn.

En dérivant par rapport a y et en assumant que h est Cclen y et que fy est continue,
alors on obtient

fry) = iFym

% gh(
f f y:XZ, >y )fx(h(y7x2, Xn),X2,.-~,Xn)dX2--~an'
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Théoréme 28
Soit X un vecteur aléatoire de dimension n admettant une densité fx. Alors on a la
formule suivante

an
Fx(t1,-.-,tn)

fx(tl,...,tn)Z 61.‘1—61‘,, X

pour tout point de continuité (ty,...,tn) de %FX.

| \

Définition 29
Soit X un vecteur aléatoire de dimension n, on dit que X7, X>,...,X, sont mutuellement
indépendants si pour tout peN t.q. 2<p < n et pour toute collection de p boréliens

A ..,A,-P€38Rn, on a

o<

p
P(n_y X, €A ) = [T P(IXG, € A D).

En s’appuyant sur les fonctions caractéristiques on obtient que celle-ci est équivalente a
n
Vi1, t0,...,tn €R, Fx(t1,...,tn) = H FX;(ti)~
i=1

En dérivant par rapport & chacune des variables, on obtient fx(xi,...,xn) =TI}, fx.(x;)
ot les fx,, i€{l,...,n} sont les densités marginales des v.a. X;.
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Fonctions caractéristiques

Définition 30
Soit X un vecteur aléatoire de dimension n. Sa fonction caractéristique ¢y : R” — R est
définie par

dx(u) = E[e'(“X)rn] vy ern,

Théoréme 2

| \

Soit X un vecteur aléatoire de dimension n. Supposons qu'il existe un entier me N* t.q.
XMe Ll(Q). Alors la fonction caractéristique ¢x de X admet des dérivées partielles
d'ordre jusqu'a m, et
am ,
dx(u)=i"E
an
m

ale...

m

i(u,X)grn

el (X HXjk]'
k=1

Théoréme 3

Soit X un vecteur aléatoire de dimension n et a€ R™. Soit A une matrice de taille mx n.
Alors )
Parax(u) = (DM gy (Au), Ve R™.
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Applications

Voici une application immédiate du Théoréme 2 qui permet de calculer les moments
d'une variable aléatoire ne utilisant sa fonction caractéristique.

Rappel : k-iéme moment d’une variable aléatoire X est E[XX].
Pour les deux premiers moments, on obtient :
E[X] = —i¢’ (0) si E[IX]] < +oc0
E[X?] = - (0) si E[X?] < +o0

Exemples :

« Soit X une variable aléatoire de type Bernoulli de paramétre p, notée par X ~ %(p),
alors

dx(u) =E[e™X]=e™0(1-p)+ep=pe +1-p

e Pour X ~%(n,p), on a

Px(u) =E[e™X] = Y (".)e’“fﬂ(l —p)"J = (pe™ +1-p)".
=0V
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On peut aussi passer par le fait que X s'écrit comme une somme de n variables aléatoires
indépendantes Y;, j=1,...,n, de loi identique %(p), d'ou

n
X=Yv,
Jj=1
d'otl

()= E[e] =52 ) < €[] V)= [T e
] L

par indépendance des Y;;

n
H (pe™ +1-p)".

e Soit X une v.a. de loi de Poisson de paramétre A, notée par X ~ A, d'on

ox(u) =E[e"X]= 3" eMkB(X = k)

k=0
+o0 . k +00 () eit)k
_ Zeluk/l_'e—/lz Z ( e|) -
k=0 K k=0 Kk

— e hehe" _ gA(eM-1)
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e Soit X une v.a. de loi uniforme sur |- a, a[, notée par X ~% (] - a,a[), d'ou
. 1 ra . elua _ g—iua
-F iuX :_f ux gy = :

Px(u)=E[e™] =~ | e dx 2ai0

en utilisant le fait que pour z€ R, eZ = cosz+isinz, et cos(a) = cos(—a), on obtient

_ 2isin(au) _ sin(au)

dx(v) :

2aiu au

Exercice en classe : calculer ¢x(u) pour X ~A4(0,1) :
1. Ecrire ¢x(u) en version a+ ib.

2. Montrer que ¢x(u)=R(px(u)).

3. Montrer que ¢ (u) = —upx(u).

4. Résoudre I'équation différentielle ci-dessus.
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Théoréme 4

Si deux fonctions de densité pq et po deux mesures de probabilités sur R” ont les mémes
transformées de Fourier, i.e. fgn e’(”’X)R”pl(dx) = Jmn e/ (ux)gn uo(dx) alors elles sont
égales presque partout.

Corollaire 2

| A\

Soit X = (Xq,...,Xn) un vecteur aléatoire de dimension n. Alors les X7, Xp,... Xp, sont
indépendantes si et seulement si

n
Ox(ug,...,un) =[] ngj(uj), Yui,...,up€R.
j=1
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Exercices en classe :
« montrer que ¢x(u,0,...,0) = ¢x, (v) pour tout ueR.
 montrer que ¢x(u,u,...,u) =Px; ...+ X, (U) pour tout ueR.

e montrer que si X et Y sont des v.a.r. i.i.d. alors Z=X-Y a une fonction
caractéristique symétrique.

» montrer que ¢x(u)=dx(—u) pour tout ueR ot z=a—ib pour z=a+ib avec a,beR.
e montrer que pour Xi,...,Xp v.a. indépendantes, d'espérances égales 3 0, et de
moments 3 finies, alors E[(X{ +...+Xp)3] = [E[Xf’] +. . +E[X3].

!
« montrer que si X ~.#(0,1) alors pour tout ne N*, E[X2"] = % =T1;_;(2k-1), que
vaut E[X2"*1] pour tout neN?
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Définition 31

Un vecteur aléatoire X = (Xq,...,X,) de dimension n est dit Gaussien si toute
combinaison linéaire 2}7:1 a; X avec a; €R pour tout j{1,...,}, suit une loi Gaussienne.

Les fonctions caractéristiques aident beaucoup lors de manipulations de variables
aléatoires Gaussiennes.

Théoréme 32

Soit X un vecteur aléatoire de dimension n.
X est Gaussien si et seulement si sa fonction caractéristique a la forme

dx(u) = eKU,u)—%(U,QU)

ot ueR" et Q est une matrice symétrique semi-définie positive (i.e. QT=Q et
(x,Qx) =0 pour tout xeR). Q est alors la matrice de covariance de X et y est
I'espérance de X, i.e. pj =E[X;] pour tout je{l,...,n}.
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Démonstration : Le sens < : Soit Y:ijl aj Xj=(a,X) une combinaison linéaire des
composants de X. On a besoin de montrer que Y suit une loi normale unidimensionnelle.
On a donc pour tout veR :

2
i v
Oy (v) = px(va) = &~ 7 (@

et donc ¢y est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire suivant une loi normale
N ({a,1),¢a,Qa)) ; et donc par le Théoréme 4 (mémes transformées de Fourier), Y suit
une loi normale.

Le sens = : Supposons que X soit un vecteur aléatoire Gaussien, et posons
n
Y = 'Zlanj ={(a, X)
j=

comme étant une combinaison linéaire des composants de X. Soit Q = V(X) la matrice
de variances-covariances de X. Alors
E[Y]=<(a,u
ot p=(p1,...,u,) et E[X;] = p; pour tout i€ {1,...,n}; et donc
a?(Y) = (a,Qa),

par le Théoréme 24.
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Comme Y suit une loi normale par hypothése, d’ou avec |I'espérance et la variance de Y,
on obtient

2
by (v)= eiV(a,m—Vy(a,Qa)'

Alors )
Py (1) = dax (1) =E[e"@] = x (a),
et nous obtenons
Pac() = /W3 Qu)

O

Notation : Lorsque X est comme dans le théoréme précédent, on note par A (g, Q) sa loi.

Y. Aktar (yarQeisti.eu) 8 mars 2016 47 / 54



Exemple : Soit X1,..., X, des variables aléatoires indépendantes de loi respectives
W(pl,a%),...,ﬂ(un,o,z,). Alors X =(Xq,...,Xn) est Gaussien. En effet

dx(ut,...,un) = l_[l¢>xj(Uj)
Jj=

par le Corollaire 2; et donc

n iy -—luza2
ox(u) =[] 724
j=1

; 1 2,2
_ pXim1ijH= 5 Xj=1 Ui o]

_ ei(u,y)—%(u,QU)

ot u=(ug,-...,1n) et Q est la matrice diagonale

0’% 0
2
93

2

0 o5

i 1
K 2(U’Qu), nous savons que X suit une loi normale

Comme ¢x(u) est de la forme e
N (1, Q)
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Corollaire 3

Soit X un vecteur aléatoire Gaussien de dimension n. Les composants X; de X sont
indépendants si et seulement si la matrice de covariance Q de X est diagonale.

| A\

Théoréme 33

Soit X un vecteur aléatoire Gaussien. Les composants X; et X de X sont indépendants
si et seulement si X et X; sont non-corrélés.

Démonstration : Voir |'exercice ci-dessus pour la condition nécessaire. Quant a la
condition de suffisance :

Supposons que @ est diagonale, i.e. Q = diag(o%,...,o%). Alors par le théoréme précédent

; 12 2
. N iujpj—5usos . -
on obtient ¢ x (u) =HJ’-'=1‘PXJ-(Uj)v ol ‘/’Xj(Uj) =e 1277 Le corollaire précédent

donne alors : les X; sont indépendants ol chacun des X; suit la loi JV(uj,UJ?).
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Théoréme 34

Soit X un vecteur aléatoire Gaussien de dimension n, d'espérance u et de matrice de
covariance Q. Alors il existe n variables aléatoires Y1,...,Yn telles que

\’J-~JV(0,/lj), Aj=0,Vje{l,...,n},

et une matrice orthogonale A telle que X = u+ AY.

Démonstration : Comme @ est une matrice de covariance, donc elle est symétrique et
semi-définie positive, par conséquent il existe toujours une matrice orthogonale A telle
que @ = AAA* ot A est une matrice diagonale d'éléments positifs, avec A* la matrice
transposée de A. Comme A est orthogonale, d'ou A* =A"1

On pose Y = A*(X —p) ol p; =E[X;] pour tout j. Comme X est un vecteur Gaussien par
hypothése, alors Y I'est également (toute combinaison linéaire de Y} est une combinaison
linéaire de X;, donc suit une loi gaussienne uni-dimensionnelle). De plus, la matrice de
covariance de Y est A*QA= A, comme X = u+AY le théoréme est donc prouvé.
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Corollaire 4

Un vecteur aléatoire Gaussien X a une densité sur R” si et seulement si la matrice de
covariance Q de X est non-dégénérée (i.e. il n'existe pas de vecteur a€R" —{0} t.q.
Qa=0, ou de fagon équivalent det(Q) #0).

Démonstration : Par le théoréme précédent, on sait qu'il existe n variables
indépendantes, toutes suivant respectivement une loi normale #(0,4;), (1<j<n), avec
Q@ =AAA*, pour A orthogonale. Si det(Q) #0, alors A; >0, pour tout je€{l,...,n}, car
det(Q) =det(A) = HJ’.’:lxlj. Comme 1;>0 et Y; ~.A4(0,4;), on sait donc que Y a une

fonction de densité, donnée par

n 1 -5 Vi
fy(y) =[] e 2N,
j=1 27‘[11'

et comme X = u+ AY, on déduit grace au théoréme de changement de variables avec la
transformation Jacobienne, que X admet une fonction de densité, donnée par

O —— L D)
(27)2 \/3et(Q)

car H est un hyperplan, donc I'avant derniére égalité ci-dessus n'a pas lieu; d'ou X
n'admet pas de fonction de densité.
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Supposons que @ est dégénérée, i.e. det(Q)=0. Alors il existe aeR", a#0 t.q. Qa=0.
La variable aléatoire Z =(a, X) a une variance égale a (a, Qa) =0, donc Z est
presque-siirement égale a I'espérance (a,u). Par conséquent P(X e H)=1, ou H est un
hyperplan orthogonal au vecteur a et contenant le vecteur y, i.e.

H={xeR": (x—pu,ay=0}. Comme la dimension de H est n—1, la mesure de Lebesgue
sur R de H vaut 0. Si X avait une fonction de densité, nous aurions la propriété suivante
satisfaite :

1=P(XeH) :fH fx(x)dx = fH fx(X1,--5Xn) dxq ... dxp.
Alors que
le(xl,...,x,,)dx,,=0.
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Exercice

Soit X NJV(O,].) et a>0. On pose Ya:.= X1{|X|<a} —X1{|X|Za}.

1. Montrer que Y@ est une variable aléatoire gaussienne et qu'il existe un b>0 tel que
[bhy2ex22 b _1

0 Vor &

2. Calculer la covariance de X et Y2. Le couple (X, Y?) forme-t-il un vecteur gaussien ?
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7x2/2
Veria

Donc E[e!Y] = [72 e U F(x)dx + [2, e f(x)dx + [} e~U¥f(x)dx, en simplifiant il vient

1. Soit ueR, alors E[e"Y"] = [, e(XxLuxi<a=xLixizal) £ (x) dx onr £(x) = ©

[E[e”ya] =f_:e_uxf(x)dx+fa e f(x)dx = 6”2/2 (px(u—a)+p(-u+a)).

Comme ¢(x)+¢p(-x) =1, on a donc E[e"Y’] = e“2/2, ie. Y2 ~.4(0,1).

2

2. En posant F(b) = by2e=x2/2 A F est continue car x— x2e**/2 est continue sur
0 V2n'

[0, 6].

D'ou avec F(+00) —le %— % =1ls0et F(0)-3 1- —l <0, on obtient |'existence d'un
1

b>0 tel que F(b)= 7 par le theoreme des valeurs mtermedlalres
Cov(X, Y2) = E[XY 2] = EIX2(1yx1<b) ~ Lyxi)] = 2/ 55 x2e ™ /2 £ —1=4F (b) - 1=0.

Comme |X|=]Y?| d'oii X et Y ne sont pas indépendantes, ce qui implique que (X, Yb)
n'est pas un vecteur gaussien.
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