ING1 : Probabilités 2 - EISTI 2015-2016

Examen de 9 Mai 2016 : une correction parmi tant d’autres

Exercice 1. Soit (X,Y) un vecteur aléatoire admettant une densité notée par f,
définie par f(z,y) = 2(zy) 21a(x,y) pour tous z,y € R, ot A = {(u,v) € R* v >
v > 1}

Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes
1) Les lois conjointes et marginales

(4 pts) a. Montrer que la loi marginale de X est définie par la fonction de
densité fx ou fx(x) = x%(l — %)111,+0®[(9:).
Solution:

f)(('/l;):.\gif(l l)dl/_11+’x) [1 v

o1 = 2 (1= 1)1 e (@)
(4 pts) b. Calculer P(XY <4), tout en faisant attention aux bornes d’1ntegrat10n

Solution: Comme 1 < y < x, on obtient zy < 4 = = < 2 ie x €ly,

[ Doty < %
et y > 1 donnent 1 <y < 2. Fln(ﬂement
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2) Distribution conditionnelle

(2 pts) a. Donner la loi conditionnelle de Y sachant {X = z}
Solution: fy|{x—n} = f@y)

() €xiste pour tout x € R t.q. fx(z) #, i.e. pour tout
z > 1. D’ou

fyiix=ay(y) = P 1A 1 (z,9).

(4 pts) b. Calculer 'espérance conditionnelle E[Y|X]

Solution: Soit x > 1, alors on a d’aprés la définition vue en cours

EYHX = X} = [ ufyiix=ay (W) dy = 225 [ % dy = 5 [In(|y|)]7. Ce qui donne

~ X In(X
E[Y]X] = 0.

(2 pts) c. En déduire la valeur de E[Y].

Solution: D’apres le théoreme vu en cours, on a E[Y] = E[E[Y|X]].
Doncicion a E[Y] = E[Y In( Y)} IS L‘II»]L1

(z)dx = jrx % dz. Maintenant
utilisant une intégration par parties, avec u(x) = In(z) et v(x)

1
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3) Loi du produit XY.
Soit le couple (U, V) défini par U = XY et V =X

(2 pts) a. Justifier que le support de (U, V) est {(u,v) € R* 1 < v < u < v?}.
Solution: En posant © = xy et v = x on obtient les nouvelles conditions en u et v
a savoir

—[- zh’* ie E[Y]=

e r>1=uv>1,
e y>l=u>v>1,

u 2 - ) \ ‘o v
er>y=v>%=v">u(carv>1letu>1), dotv>u



Donc le support de (U, V) est bien {(u,v) € R* 1 < v < u < v*}. 1l est utile de
remarquer qu'il est égale a {(u,v) € R* 1< /u <v < u}.
(4 pts) b. Donner la fonction de densité du couple (U, V).

202 () % (@)
Solution: Comme det < dffz) ! dq( ) ) =det(¥5)=—z=—voug(zy) =
(z,y (@,y)

(z,zy). D’ou d’apres le TheOIeme 18 du cours,
fown (o) =25 f(v.5) = 52

(2 pts) c. En déduire la fonction de densité de U.
Solution: Pour tout u € R,

for ) = fy Fonw (@, 0) do = 1y poei(u) [ 25 dv = Z[Im()]; = 2921, oo (u).

Exercice 2. On considére (X1, X5) un vecteur gaussien centré de matrice de

2
. o1 0102 .1
covariance I' = P 2 ), avec o1,02 > 0 et p € [—1,1]. On considere
pPO102 (o5}

€ ~ B(1/2) une variable aléatoire de Bernoulli indépendante de (X1, X5) et on définit

(Y1,Y2) = (lie 1 . E) (X1, X2).
(3 pts) a. Donner 'expression de la fonction caractéristique du vecteur (Y1, Y2),

cest-a-dire celle de ¢y v,) OU Dy vy (a,b) = E[e’@¥1HY2)] pour tous a,b € R.

Solution: Comme ¢ est une variable aléatoire réelle discrete de loi de Bernoulli de
parametre 3, i.e. P(e = 0) = P(e = 1) = 3, c’est-a-dire E[1{.—0}] = E[l{c—0}] = 3
De plus, d’apres la définition de € on a presque-sirement 1;.—o) + 1ic—1; = 1. Pour
se sortir des calculs et avoir un raisonnement il faut utiliser les données de I’énoncé :
utilisons alors I'indépendance en simplifiant I’expression de la fonction caractéristique
du vecteur (Y1,Y2) :

OnaYr=eXi+(1—e)Xzet Yo =(1—¢)X1+eXs. Soient a,b € R fixés, alors
i((ae+b(l—e)) X1+ (beta(l— C))Xz)}

P(v1,v2) €

gillastble) Xt (berall=e)Xa) (g 41 )]

gillastb(=eN X1 +(beta(l=e)Xa)y

~o]
i((ac+b(1—e)) X1+ (beta(l— E))Xz)l{ }
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[67 ((ax04b(1—0)) X1 +(bx0+a(1— 0>>Xz>1{ }}Z’Cm‘i

+

[ez((axhkb(lfl))xlﬁ»(bxl+a(]71))X2)1{ }]

I:eL(bX1+aX2)1{ ]+E[6L(axl+bxz)1{€:1}]
i(bX1+aX2) i(aX14+bX2)
[T E[L om0y ] + E[e" T T |E[1ey]
car € et (X1,X2) sont indépendants. Dol ¢y, v,)(a,b) = ¢(x,,x,)(b,a)P(e = 0) +
b(x1,x0)(a,D)P(e = 1) = %(@(X1,X2)(b~, a) + qb(xhxz)(a,b)). Comme (X1, X2) est un

vecteur gaussien centré de matrice de covariance I', d’ou d’apres le cours (voir Théoréme
32, page 45), on a
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_ 17(’171J’z)(OwO)T*%(fﬂl-,fﬂz)l‘(wlwz)T _ *%((13101)2+2P(’J=1"1)(1K202)+(1L'202)2)
d(x1,x0)(T1,22) =€ e
1,X2) L1, .
(2 pts) b. Montrer que E[Y1] = E[Y2] = 0 et que la matrice de covariance du
vecteur (Y1,Yz2) vaut (Z Z) otta=1(T1 +T) et b= poio,.

Solution: On a par le méme argument en décomposant suivant les valeurs de ¢ et en
utilisant l'indépendance, E[Y;] = 0, Var(Y;) = E[Y;’] = (07 + 03) et Cov(Y1,Y2) =



2
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E[Y1Y2] = poioz. D’olt en notant I = ( o
pPO102 g1

) et T = (I + I') on obtient

que la matrice de covariance du vecteur (Y1, Ya) vaut T.
(2 pts) c. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que le vecteur
(Y1, Y2) soit un vecteur gaussien.
Solution: D’apres question précédente, Y est un vecteur gaussien si et seulement si

1 T 1 s, T . . .
dvi,va) (y) = %(e_ 2V 4729 ) oli y = (y1, y2). Comme la fonction exponentielle
1,1
est convexe, i.e. e?MTU"ME < 2ed 4 (1-N)e?, on obtient alors e2 4727 < L(e?+eP).

Sachant que l'inégalité devient égalité si et seulement si A = B, on obtient alors

=T & (Y1, Ys) est gaussien < o} = 03.

(3 pts) d. Dans le cas ol (Y1, Y2) est un vecteur gaussien, donner 1’expression
de la fonction de densité de (Y1,Ya) notée par f(y, vs)-

2
Solution: On a I' = ( 71 ,00'1‘0'2)'

pPO102 O’f
2 2
N ot —po1o2) _ 4 ot —po102
Dou (I')™" = det(T) <,pglg2 o2 ) (I—p)od (*00102 o2 ) et
1 711(1:)—1,11"
Jorn v (v) = e 2¥ v

e
(27) 2 y/det(T)



