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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.

Le sujet comporte 4 exercices. L’ordre dans lequel ceux-ci sont traités n’est pas imposé.
La barème est donné à titre purement indicatif et peut être sujet à variations.
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Exercice 1 (4 points). Étudier la nature des intégrales suivantes

I1 =

∫ +∞

0

t a

1+ t b
dt , (a ∈R, b > 0), I2 =

∫ +∞

0

sin(t )
t e −t

dt

Exercice 2 (6 points). Soit λ un réel, et pour tout x ∈R∗−, soit fλ(x ) =
1

(1+x 2)(1+xλ) .

1. Suivant le signe de λ, donner un équivalent à fλ au voisinage de 0 et au voisinage de +∞.

2. Montrer que pour tout λ ∈R, l’intégrale
∫ +∞

0
fλ(x )dx converge.

3. En faisant le changement de variable, t = 1
x , calculer l’intégrale précédente.

Exercice 3 (4,5 points). On considère l’intégrale I =
∫ +∞

0
e −t−e −2t

t dt .

1. Montrer que l’intégrale I est convergente.

2. Soit ε > 0. Montrer que
∫ +∞

ε

e −t − e −2t

t
d t =

∫ 2ε

ε

e −t

t
d t

(Indication : on pourra utiliser le changement de variables x = 2t ).

3. Montrer que pour tout ε > 0,

∫ 2ε

ε

e −2ε

t
dt ¶
∫ 2ε

ε

e −t

t
dt ¶
∫ 2ε

ε

e −ε

t
dt

4. En déduire la valeur de I .
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Exercice 4 (5,5 points). Soit f et g deux fonctions définies sur R+ par :

f (x ) =
cos2(x )

1+ x
et g (x ) =

sin2(x )
1+ x

.

On note

I =

∫ +∞

0

f (x )dx , J =

∫ +∞

0

g (x )dx , H =

∫ +∞

0

( f (x ) + g (x ))dx , et K =

∫ +∞

0

( f (x )− g (x ))dx

1. Étudier la nature de l’intégrale H .

2. (a) Par une intégration par partie, montrer que

K =
1

2

∫ +∞

0

sin(2x )
(1+ x )2

dx

(b) Déduire la convergence de l’intégrale K .

3. Déduire des résultats précédents la nature des intégrales I et J .

4. Si α est un paramètre réel, on pose

fα(x ) =
sin2(x )
(1+ x )α

, x ¾ 0

Monter que la fonction fα est intégrable sur [0,+∞[, si et seulement si, α> 1
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